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LPC Jan Černocký, ÚPGM FIT VUT Brno 1/39



Plán

• signálový model artikulačńıho traktu.

• proč lineárńı predikce.

• odhad koeficient̊u filtru (aneb posuňte si své signály!)

• Levinson-Durbin

• Spektrálńı hustota výkonu (PSD) pomoćı LPC.

• Parametry odvozené z LPC.
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Opakováńı – tvorba řeči a jej́ı model
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model
hlasivek

model
hlasového
traktu

model
vyzǎrováńı
zvuku

-- - -
s(n)

řečbuzeńı

Ćıl: Chceme odhadnout parametry tohoto modelu. Tato p̌rednáška se bude

zabývat filtrem.
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Model artikulačńıho traktu
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Hlasivky

dolńı propušt 2. řádu, lomová frekvence okolo 100 Hz:

G(z) =
1

[1 − e−cTsz−1]2
(1)
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Hlasový trakt

kaskáda malých dvojpólových rezonátor̊u odpov́ıdaj́ıćıch formant̊um.

resonator
      1

resonator resonator
      2       k

...

Pro k formant̊u Fi s š́ı̌rkami pásem Bi:

V (z) =
1

K
∏

i=1

[1 − 2e−αiTs cos βiTsz
−1 + e−2αiTsz−2]

(2)

kde parametry αi a βi jsou určeny polohou a š́ı̌rkou pásma formant̊u.
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Model vyzǎrováńı zvuku

L(z) = 1 − z−1 (3)

což je horńı propušt.
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Dohromady . . .

H(z) = G(z)V (z)L(z) =

=
1 − z−1

(1 − e−cTsz−1)2
K
∏

i=1

[1 − 2e−αiTs cos βiTsz
−1 + e−2αiTsz−2]

(4)

Člen cTs → 0, proto můžeme krátit čitatele i jmenovatele o jeden člen 1 − z−1. Celkový

model je tedy celopólový (obsahuje jen jmenovatele – čistý IIR filtr). Běžný zápis:

H(z) =
1

1 +

P
∑

i=1

aiz
−i

=
1

A(z)
, (5)

kde polynom A(z) = 1 + a1z
−1 + a2z

−2 + · · · + aP z−P má řád P = 2k + 1 (k je počet

formant̊u). Za užitečný počet pokládáme k=4 či 5, proto voĺıme často P=10 (pro

Fs=8 kHz). Pro vyš̌śı vzorkovaćı frekvence voĺıme P vyš̌śı (nap̌r. 16), abychom postihli i

vf. část spektra.
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Určeńı parametr̊u modelu pomoćı lineárńı predikce (LP)

Tvorba řeči s t́ımto filtrem:

generátor
buzeńı ±°

²¯
- -

6

-buzeńı

U(z)

G

H(z)=1/A(z)x
řeč

S(z)

n-tý vzorek řeči je tedy dán:

s(n) = Gu(n) −

P
∑

i=1

ais(n − i) (6)

Parametry (koeficienty) filtru ai jsou ovšem neznámé a muśıme je odhadnout, odborně

identifikovat (system identification).
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Určeńı parametr̊u filtru

Můžeme zkonstruovat tzv. inverzńı filtr A⋆(z) s koeficienty αi:

- - -

neznáme

Gu(n) e(n)

můžeme měnit

*1/A(z) A (z)

Ukazuje se, že v p̌ŕıpadě stacionárńıho signálu s(n) jsou koeficienty ai identifikovány

pomoćı koeficient̊u αi, je-li minimalizována energie signálu na výstupu e(n): E{e2(n)}.

“krout́ıme parametry filtru tak dlouho, dokud neńı energie signálu na výstupu

minimálńı. . . ”
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Proč “lineárńı predikce” ?

Předpokláme, že E{e2(n)} je již minimalizována, tedy že A⋆(z) = A(z) a budeme tedy

použ́ıvat pouze označeńı koeficient̊u ai.

A(z) můžeme (trochu podivně – jako když se levou rukou drbete za pravým uchem. . . )

zapsat jako:

A(z) = 1 − [1 − A(z)] (7)

a tedy:

1-A(z)

A(z) =
s(n)

+

-

s(n) e(n)s(n) e(n)

~
+

Signál s̃(n) je dán lineárńı kombinaćı několika p̌redchoźıch vzork̊u, považujeme jej za

p̌redpověď skutečného vzorku s(n):

s̃(n) = −
P

∑

i=1

ais(n − i) (8)
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Chyba predikce je dána jako rozd́ıl skutečné a p̌redpovězené hodnoty:

e(n) = s(n) − s̃(n) = s(n) − [−

P
∑

i=1

ais(n − i)] = s(n) +

P
∑

i=1

ais(n − i). (9)

Č́ım lepš́ı predikce, t́ım menš́ı chyba.

V rovině z:

E(z) = S(z)A(z) (10)

Výhody źıskáńı parametr̊u touto metodou:

• je-li αi = ai, je chyba predikce rovna buzeńı (můžeme se tedy dostat ke vstupu do

hlasového traktu bez skalpelu).

• určeńı koeficient̊u pomoćı LP vede k soustavě snadno řešitelných lineárńıch rovnic.

LPC Jan Černocký, ÚPGM FIT VUT Brno 13/39



Řešeńı

V této etapě řešeńı zat́ım záměrně nezmiňujeme, kolik vzork̊u vstupńıho signálu máme k

disposici, sumy jsou tedy zat́ım bez meźı. Nenormalizovaná energie chyby predikce je dána:

E =
∑

n

e2(n) (11)

Tento výraz je ťreba minimalizovat. Vyjáďŕıme jej pomoćı signálu s(n) (známá veličina) a

neznámých koeficient̊u ai. Pro nalezeńı minima budeme parciálně derivovat podle každého

ai, derivace polož́ıme rovny nule:

δ

δaj

{

∑

n

[s(n) +
P

∑

i=1

ais(n − i)]2

}

= 0 (12)

∑

n

2[s(n) +

P
∑

i=1

ais(n − i)]s(n − j) = 0 (13)

∑

n

s(n)s(n − j) +

P
∑

i=1

ai

∑

n

s(n − i)s(n − j) = 0. (14)

(15)
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Označ́ıme:
∑

n

s(n − i)s(n − j) = φ(i, j), (16)

pak
P

∑

i=1

aiφ(i, j) = −φ(0, j) pro 1 ≤ j ≤ P (17)

Což je soustava lineárńıch rovnic:

φ(1, 1)a1 + φ(2, 1)a2+ · · · +φ(P, 1)aP = −φ(0, 1)

φ(1, 2)a1 + φ(2, 2)a2+ · · · +φ(P, 2)aP = −φ(0, 2)
...

φ(1, P )a1 + φ(2, P )a2+ · · · +φ(P, P )aP = −φ(0, P ),

(18)
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Výpočet φ(·, ·)

Koeficienty odhadujeme na rámci o délce N vzork̊u. Dvě metody lǐśıćı se v tom, jak

nahĺıž́ıme na signál vně rámce (tedy pro vzorky n < 0 a n > N − 1):
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Kovariančńı metoda:

signál vně rámce je neznámý: se vzorky mimo [0, N − 1] nemohu poč́ıtat, ani když je tam

signál zpožděn.

forbidden

overlap for computing 

0 s[n]i j

s[n−j]

s[n−i]

N−1
forbidden

overlap for computing 

0 s[n]

s[n−j]

s[n−i]

N−1i+2 j+2

⇒φ(i, j) a φ(i + const, j + const) NEJSOU stejné (máme pokaždé jiný počet vzork̊u) -

muśı se řešit plná soustava lineárńıch rovnic. Složité, kovariančńı metoda nav́ıc vede k

nestabilńımu filtru 1/A(z).
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Korelačńı metoda:

signál vně rámce je považován za známý, ale nulový – mohu s ńım poč́ıtat.

overlap for computing 

allowed
0 s[n]i j

s[n−j]

s[n−i]

N−1

overlap for computing 

allowed
0 s[n]

s[n−j]

s[n−i]

N−1i+2 j+2

⇒φ(i, j) a φ(i + const, j + const) JSOU stejné (pokaždé stejné vzorky) - soustava rovnic

se nám bude dob̌re poč́ıtat, protože na diagonálách budou stejné hodnoty: nap̌r.

φ(2, 1) = φ(3, 2) = φ(4, 3) = · · ·
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Proč jsou φ autokorelačńı koeficienty

Odhad autokorelačńıch koeficient̊u (bez normalizace) pro signál o délce N pro kladné k,

viz Signály a systémy, Náhodné procesy II.: http://www.fit.vutbr.cz/~cernocky/sig

R(k) =
N−1−k

∑

n=0

s(n)s(n + k)

Korelačńı koeficienty “udáváj́ı podobnost signálu samotného se sebou, když ho posuneme o

k vzork̊u”

overlap for computing 

0 s[n] N−1

−k s[n−k] N−1−k
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Situace pro φ(i, j) a φ(j, i):

overlap for computing 

allowed
0 s[n]i j

s[n−j]

s[n−i]

N−1

overlap for computing 

allowed
j i0 s[n]

s[n−j]

s[n−i]

N−1

⇒ pokaždé poč́ıtáme se stejnými vzorku ⇒ oba dva jsou rovny autokorelačńımu

koeficientu R(|i − j|). To je fajn, protože matice bude nav́ıc ještě symetrická. Matici,

která je symetrická a má na diagonálách stejné prvky, se ř́ıká Töplitzova.
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Výsledná soustava rovnic pro koeficienty a1 . . . aP

R(0)a1 + R(1)a2+ · · · +R(P − 1)aP = −R(1)

R(1)a1 + R(0)a2+ · · · +R(P − 2)aP = −R(2)
...

R(P − 1)a1 + R(P − 2)a2+ · · · +R(0)aP = −R(P ),

(19)

LPC Jan Černocký, ÚPGM FIT VUT Brno 21/39



Energie chyby predikce

Bez odvozeńı . . . pomoćı LPC můžeme dostat i následuj́ıćı vzoreček pro výpočet

nenormalizované energie chyby predikce:

E =

N+P−1
∑

n=0

e2(n) = R(0) +

P
∑

i=1

aiR(i) (20)

Pokud má bud́ıćı signál normovanou energii rovnu 1 — nap̌r. b́ılý šum s rozptylem 1 nebo

pulsy, kde
1

N

N−1
∑

n=0

u2(n) = 1, pak, abychom dostali tutéž energii jako s(n), muśıme

nastavit gain (ześıleńı) filtru na:

G2 =
E

N
=

1

N

[

R(0) +

P
∑

i=1

aiR(i)

]

. (21)

. . . bude se nám hodit p̌ri kódováńı.
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Levinson–Durbin

Jelikož je matice R symetrická a Töplitzova (všechny prvky na diagonálách jsou stejné),

dá se k řešeńı soustavy 19 použ́ıt rychlý algoritmus Levinsona a Durbina:

E(0) = R(0) (22)

ki = −



R(i) +

i−1
∑

j=1

a
(i−1)
j R(i − j)



 /E(i−1) (23)

a
(i)
i = ki (24)

a
(i)
j = a

(i−1)
j + kia

(i−1)
i−j pro 1 ≤ j ≤ i − 1 (25)

E(i) = (1 − k2
i )E(i−1) (26)
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Levinson-Durbin II.

• Postupně avyšujeme řád prediktoru (sloupce následuj́ıćı tabulky). a
(i)
j je j-tý koeficient

prediktoru řádu i:

a
(1)
1 a

(2)
1 a

(3)
1 · · · a

(P )
1

a
(2)
2 a

(3)
2 · · · a

(P )
2

a
(3)
3 · · · a

(P )
3

. . .
...

a
(P )
P

(27)
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• podle pr̊uběhu energie chyby predikce E(i) v závislosti na řádu prediktoru lze

optimalizovat tento řád:

E (i)

P

Zvyšováńı řádu prediktoru nad “lom” funkce již nep̌rináš́ı témě̌r žádné zlepšeńı energie

chyby.
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Odhad spektrálńı hustoty výkonu (PSD) pomoćı modelu LPC

Prozat́ım jsme PSD odhadovali pomoćı DFT (obsahovala i “jemnou” složku způsobenou

násobky frekvence základńıho tónu). PSD se dá ale odhadnout i pomoćı frekvenčńı

charakteristiky filtru 1/A(z):

ĜLPC =

∣

∣

∣

∣

G

A(z)

∣

∣

∣

∣

2

z=ej2πf

, (28)

kde f je normovaná frekvence f =
F

Fs

. Po dosazeńı:

ĜLPC =
G2

∣

∣

∣

∣

∣

1 +

P
∑

i=1

aie
−j2πfi

∣

∣

∣

∣

∣

2 (29)

Na této spektrálńı hustotě výkonu se daj́ı dob̌re rozeznat formanty, protože je eliminován

vliv základńıho tónu (a tedy jemná struktura spektra, která se opakuje s F0).
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Př́ıklad: odhad spek. hustoty źıskaný pomoćı DFT a LPC na znělém a neznělém rámci.
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Srovnáńı spektrogramů

Dlouhodobý spektrogram specgram(s,256,8000,hamming(256),200);
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Krátkodobý spektrogram specgram(s,256,8000,hamming(50));
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LPC spektrogram
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LPC Jan Černocký, ÚPGM FIT VUT Brno 30/39



Parametry odvozené z LPC koeficient̊u

Proč ? Koeficienty filtru ai jsou dobré na filtrováńı, ale to je tak všechno:

• Špatně se kvantuj́ı (velká citlivost stability filtru na p̌resnost kvantizace, nejsou

omezeny: ai ∈< −∞, +∞ >.)

• Jsou tvrdě korelovány – špatné pro rozpoznáváńı založené na HMM.

• Vzdálenost dvou vektor̊u koeficient̊u ai nemá nic společného s podobnost́ı nebo

nepodobnost́ı řečových rámc̊u – špatné i pro rozpoznáváńı založené na p̌ŕımém

srovnáváńı parametr̊u (DTW)

⇒ bylo by něco lepš́ıho ???
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PARCOR

• Mezivýsledky Levinsona-Durbina: koeficienty ki = a
(i)
i se označuj́ı jako koeficienty

odrazu nebo také koeficienty PARCOR (partial correlation).

• Plat́ı pro ně: ki ∈< −1, 1 >. Jsou tedy vhodněǰśı pro kódováńı než ai.

• Sady koeficient̊u ai a ki se jedna na druhou daj́ı jednoduše p̌revést.
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Válcový model hlasového traktu

hlasový trakt můžeme fyzikálně modelovat pomoćı válcových sekćı o stejné délce, avšak o

r̊uzných pr̊uměrech (a t́ım i pr̊ǔrezech):

0 l [cm]

A [cm  ]2
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Vztah válcového modelu s LPC

poměr sousedńıch sekćı:
Am−1

Am

=
1 + km

1 − km

(30)

pro m = P, P − 1, . . . , 1. Plocha AP je fiktivńı – skutečnou velikost neznáme, polož́ıme

tedy AP = 1. Hodnoty
Am−1

Am

jsou pak poměry ploch – area ratios (AR). Použ́ıvaněǰśı jsou

logaritmické poměry ploch – log area ratios (LAR):

gm = log
Am−1

Am

= log
1 + km

1 − km

(31)

Výhoda gm oproti ki je v lineárńı citlivosti spektra na hodnoty. Je možné použ́ıt lineárńı

kvantifikátor hodnot gm. U ki je spektrum silně citlivé na hodnoty ki → 0.
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LSF či LSP

Line Spectrum Frequencies (LSF) nebo také Line Spectrum Pairs (LSP), jsou odvozeny z

kǒrenů dvou polynomů:

M(z) = A(z) − z−(P+1)A(z−1)

Q(z) = A(z) + z−(P+1)A(z−1).
(32)

Pomoćı kǒrenů se daj́ı zapsat:

M(z) = (1 − z−1)
∏

i=2,4,...,P

(1 − 2z−1 cos ωi + z−2)

Q(z) = (1 + z−1)
∏

i=1,3,...,P−1

(1 − 2z−1 cos ωi + z−2).
(33)

kde ω je normovaná kruhová krekvence ω = 2πf (f je normovaná “obyčejná” frekvence).

Line spectral frequencies fi jsou v intervalu (0,0.5) a jsou sěrazeny vzestupně:

0 < f1 < f2 < . . . < fP−1 < fP <
1

2
. (34)
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Použijeme-li LSFs pro p̌renos (jsou kvantovány), můžeme v dekodéru otestovat správné

dekódováńı tak, že zkontrolujeme jejich řazeńı.
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LPC-cepstrum

Cepstrálńı koeficienty jsme poč́ıtali pomoćı DFT. Je také možno určit pomoćı spektrálńı

hustoty výkonu źıskané odhadem pomoćı LPC:

ĜLPC(f) =

∣

∣

∣

∣

G

A(z)

∣

∣

∣

∣

2

z=ej2πf

, (35)

kde G je gain “syntezačńıho” filtru a A(z) je polynom řádu P . V tomto p̌ŕıpadě hovǒŕıme

o LPC-cepstru (LPCC):

c(n) = F−1[ln ĜLPC(f)] (36)

Daj́ı se odvodit následuj́ıćı vlastnosti LPC-cepstrálńıch koeficient̊u:

c(0) = lnG2. (37)

Nultý LPC-cepstrálńı koeficient tedy nese informaci o energii daného řečového rámce.
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Daľśı koeficienty lze vypoč́ıtat z LPC koeficient̊u pomoćı rekurentńıch vztahů:

c(n) = −an −
1

n

n−1
∑

k=1

kckan−k pro 1 ≤ n ≤ P

c(n) = −
1

n

n−1
∑

k=1

kckan−k pro n > P

(38)

⇒ velmi jednoduchý p̌revod.
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Použit́ı LPCC koeficient̊u

• LPCC koeficienty jsou jednou z parametrisaćı použ́ıvaných v rozpoznávač́ıch řeči.

Jejich výhodou je, že jednotlivé koeficienty jsou méně korelovány než nap̌ŕıklad LPC

koeficienty ai, v rozpoznávač́ıch postavených na skrytých Markovových modelech

(hidden Markov models – HMM) se obejdeme bez plných kovariančńıch matic Σ a

vystač́ıme s vektory rozptyl̊u. V́ıce v kapitole o rozpozáváńı pomoćı HMM.

• pomoćı dvou sad LPCC koeficient̊u můžeme jednoduše spoč́ıtat logaritmickou

spektrálńı vzdálenost (logarithmic spectral distance) mezi dvěma řečovými rámci

(nep̌ŕıjemná definice s integrálem p̌rejde na prostou Euklidovu vzdálenost dvou vektor̊u

LPCC).
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