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Abstrakt

Nasledujici text je projektem do predmétu Teorie programovacich jazyk( doktorského studijniho
programu (TJD). Jeho cilem je poskytnout ¢tenati zakladni ndhled do zobecnéni teorie formalnich jazyka
do dvou rozmérl. V Uvodu popisuje vlastnosti, které na teorii dvourozmérnych jazykd klademe za tim
Ucelem, aby celd teorie byla pfirozenym rozsifenim teorie jednorozmérnych formalnich jazykl. Stézejni
Casti této prace je predstaveni nékolika modell pro pfijimani dvourozmérnych jazyk( a modelu pro jejich
generovani. Posledni ¢ast této prace se vénuje souvislosti dvourozmérnych jazykd a digitalniho obrazu a
nastinuje moznosti praktického vyuZiti této teorie.
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Dvourozmeérné jazyky

Podstatou dvourozmérnych jazyki je zobecnéni konceptl a technik teorie formalnich jazykd do dvou
dimenzi. Neformdlné receno, dvourozmérny retézec je nazyvan obraz a je definovan jako dvourozmérné
pole symboll nad néjakou abecedou. Dvourozmérny jazyk pak je mnoZzina obrazu.
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Obrazek 1 Schematické znazornéni, vlevo jednorozmérny retézec, vpravo dvourozmérny retézec

Zobecnéni do dvou dimenzi je mozné provést nékolika riznymi zplsoby, dlisledkem tohoto faktu je, Ze
pro generovani a rozpoznavani dvourozmérnych jazykl bylo zavedeno nékolik rdznych formalnich
modelll. Celd teorie dvourozmérnych jazykG byla historicky motivovana potfebami
rozpozndvdni/pfijimdni dvourozmérnych vzoru (two-dimensional pattern matching), pfiéemz je znamym
faktem, Ze dvourozmérné vzory souvisi s celularnimi automaty a dalsimi modely paralelnich vypocta.

Pozadavky na vlastnosti dvourozmérnych jazyki

Podobné jako v pfipadé jednorozmérnych jazyk(, tedy mnoZin fetézcl, je celd teorie postavena na
konecné stavovych modelech. Pfi hledani modelu popisujiciho dvourozmérné jazyky bylo dalSim
pfirozenym pozadavkem to, aby tfida rozpoznatelnych dvourozmérnych jazykd néjakym zplsobem
obsahovala i tfidu rozpoznatelnych jednorozmérnych jazykl. Presnéji feceno, kdyZz se omezime na
vsechny dvourozmérné jazyky o rozmérech

e (1,n), tj. vSechny jednorozmérné retézce zapsané horizontalné
e (n,1), tj. vSechny jednorozmérné fetézce zapsané vertikalné

pak dostaneme presné vSechny jednorozmérné jazyky. Dale poZzadujeme, aby postup pfijimani
dvourozmérného jazyka bylo pfirozenym zobecnénim nékterého postupu prijimani retézce.

Dalsim pfirozenym poZadavkem je definovat dvourozmérné jazyky pomoci reguldrnich vyrazi, podobné
jako tomu je v pfipadé jazyk( jednorozmérnych, a zavést do teorie dvourozmérnych jazyk( regularni
operace. Reguldrni vyraz pak predstavuje zplsob, jakym z nékolika elementarnich dvourozmérnych
jazykd pomoci regularnich operaci ziskat urcity dvourozmérny jazyk. Jak bude podrobnéji uvedeno dale,
na zakladé riznych mnozin povolenych regularnich operaci mizeme ziskat rGzné tridy jazyka.

Generovani a prijimani dvourozmérnych jazyku
V teorii dvourozmérnych jazyk( hraji dllezitou roli konecné automaty zobecnéné do dvou dimenzi. Bylo
zavedeno nékolik moznych zobecnéni, v tomto textu si popiSeme dvé z nich.

e Prvnim moznym zobecnénim je klasickym kone¢nym automatim pridat moznost pohybu v dalsi
dimenzi. Timto zplsobem byly zavedeny cCtyfsmérné konecné automaty, které se pohybuji po



dvourozmérné pdsce. Takovym rozsifenim vsak nevznikne model dostatec¢né silny, protoze
nezachovava nékteré dllezité vlastnosti.

e Robustnéjsim modelem jsou tzv. online teselacni automaty, které jsou neformalné definovany
jako nekonecné dvourozmérné pole identickych koneéné stavovych automatl a jde o specidlni
pfipad celuldrniho automatu. Ackoliv neni na prvni pohled zfejmé, Ze jde o zobecnéni
jednorozmérného modelu, pokud online tesela¢ni automat omezime na velikost (1,n) nebo (n,1),
opét ziskame klasicky koneény automat.

Vyse uvedené modely zaloZzené na zobecnéni konecného automatu do dvou dimenazi slouZi k pfijimani
obraz(. Dale je tfeba zavést néjaky model pro generovani dvourozmérnych jazykd, k tomu slouzi
gramatiky, které byly zobecnény do dvou rozmér(i a koresponduji ke klasickym bezkontextovym a
reguldarnim gramatikam.

Jednim z dalsich zpUsobd, jak dvourozmérné jazyky popsat, je vyuZziti logickych formuli, ale bylo zavedeno
i nékolik dalSich rlznych modelli, které jsou schopny generovat nebo rozpoznavat rlzné tridy
dvourozmérnych jazyk(l. Tyto modely jiZz pfesahuji rdmec této prace, proto se jim v dalSich kapitolach
nebudeme vénovat. Zakladni informace a odkazy na dalsi souvisejici prameny lze vSak nalézt naptiklad v
(Giammaressi & Restivo, 2004) v kapitolach 6 a 7.

Zakladni definice
Na dalSich strankach predpokladdme, Ze ¢tenar je sezndmen se zékladni terminologii a vlastnostmi teorie
jednorozmérnych formalnich jazykd, kterou Ize nastudovat napf. z (Meduna, 2000).

Necht X je koneéna abeceda.

Definice 1: Dvourozmérny fetézec (nebo obraz) nad abecedou X je dvourozmérné obdélnikové pole
prvk( z abecedy X. MnoZinu vSech dvourozmérnych fetézcli nad abecedou X oznacCujeme XI**.
Dvourozmérny jazyk nad abecedou X pak je podmnoZina Z**.

Méjme obraz nad abecedou p € X**, necht L; (p) znaci pocet radkl p a I, (p) znadi pocet sloupcd p.

Definice 2: Velikost obrazu je definovana jako dvojice (1;(p),l,(p)). Obraz je prdzdny pravé tehdy, kdyz
jeho velikost je (0,0), a takovy obraz ozna¢ujeme symbolem A. Obrazy o velikostech (0,n) nebo (n,0),
kde n > 0 nejsou definovany.

Mnozinu viech obrazu o velikosti (m, n), kde m,n > 0, nad abecedou X oznacujeme jako X™*",

Jestlize 1<i<I[l;(p) a 1<j<I[(p), pak p(i,j), nebo jednoduSe p;; oznaCuje symbol vp na

soufadnicich (i, j).

Priklad 1: Necht X' = {a} je abeceda. MnoZina obrazl sloZenych ze symboli a, které maji tfi sloupce, je
dvourozmérnym jazykem nad abecedou X. Formalné
L={plp €z A L,(p) =3}



Priklad 2: Necht 2 = {a} je abeceda a necht L je podmnoZina X** takova, Ze vSechny obrazy v ni
obsazené maji tvar ,Ctverce”. Formalné
L={plpeZ~ A L) ="1L{)}

Pfiklad 3: Necht ¥ = {0,1} je abeceda a necht L je podmnoZina X** takova, Ze vSechny obrazy v ni
obsazené maji tvar ,Ctverce”, kde vSechny prvky na hlavni diagonale jsou rovny 1, zatimco vsSechny
ostatni prvky jsou rovny 0. Formalné

L={plpel™ Ali(p) =1L{m) Ap(,i)=1Ap(,j)=0,proi+jij=1.11(p)}

Obraz pattici do jazyka z pfedchoziho prikladu mdzeme graficky zobrazit takto:
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Obrazek 2 Obraz dle definice jazyka z Prikladu 3.

Zakladni operace nad dvourozmérnymi retézci/jazyky

Nyni mGzZeme definovat operace nad dvourozmérnymi fetézci a nasledné i nad dvourozmérnymi jazyky.
Na rozdil od jednorozmérnych fetézcl a jazykd rozlisSujeme nékolik rliznych typl konkatenace obrazl a
dvourozmérnych jazykd.

Necht p a g jsou dva obrazy nad abecedou ¥ a necht velikost p je (m,n) a velikost q je (m’,n’), kde
m,n,m,n > 0.

P11 " Pin Qi1 iy

p= : : q= : . :

Pma1 " Pmn Am'1 " 9m'n’
Obrazek 3 Obrazy p a g pro definici konkatenace

Definice 3: Sloupcovd konkatenace p a q, oznatme ji p @ q, je parcidlni operace, definovana pouze
pokud m = m/, definovéna jako:

P11 0 Pin | @11 0 Qin
p@q= : . : : . :

Pmi " Pmn |9m'a " 'y
Obrazek 4 Sloupcova konkatenace obrazii p a g




Definice 4: Rddkovd konkatenace p a q, oznaéme ji p © q, je parcidlni operace, definovand pouze pokud
n = n', definovana jako:

P11 0 Pin
1% @ q=| Pm1 Pmon
11 Qi
qm,,l qm,,n,

Obrazek 5 Radkova konkatenace obraziip a q

Navic plati, Ze sloupcova i fadkova konkatenace obrazu p a prazdného obrazu A je definovana vidy a
prazdny obraz A je neutrdlnim prvkem obou operaci.

Stejné jako v pfipadé jednorozmérnych fetézc mizeme pomoci definice konkatenace retézcl definovat
konkatenaci jazyk(, mUZeme sloupcovou a fadkovou konkatenaci obrazli rozsifit na sloupcovou a
radkovou konkatenaci dvourozmérnych jazykd.

Definice 5: Necht L1, L, jsou dva dvourozmérné jazyky nad abecedou X. Sloupcovd konkatenace jazykd
Ly, L,, oznacme ji L1 @ L, je definovana jako
Li@L,={pDalpeLiNng €Ly}

Radkovéd konkatenace jazyk(i Ly,L,, oznatme ji jako L; © L, je definovdna jako
Li©L,={pOqlpeLiNg €Ly}

Pomoci iterace konkatenace mulZeme definovat odpovidajici tranzitivni uzavéry vzhledem
k radkim/sloupciim, ktery mdzeme vnimat jako iteraci dvourozmérného jazyka.

Definice 6: Necht L je dvourozmérny jazyk.

e Sloupcovd iterace jazyka L je definovdna jako

U@::LJU@

i>0
kde 1990 = 2, ' = L, ['® = L @ L*~DO,

e Rddkovd iterace jazyka L je definovana jako

L%>=LJU@

i0
kde I0© = 2, I1© = [, ['® =L © L(*~1O,
Poznamenejme, Ze pokud budeme obé predchozi operace aplikovat za sebou, pak je mizeme zameénit,

formalné (L*©)*@ = (L*©)*© = [**, co? odpovida faktu, ze X** znaéi mnoZinu viech moznych obraz
nad abecedou 2.



Priklad 4: Uvazujme jazyk L z Prikladu 1, coZ je mnoZina obrazli, které maji tfi sloupce. Vysledkem
sloupcové iterace jazyka L je mnoZina obraz(, jejichZ pocet sloupcll je nasobkem tfi.

U obrazi ma smysl definovat nékteré operace, které v pripadé jednorozmérnych fetézc smysl nemaiji.
Prikladem takové operace je rotace nebo fadkové-sloupcovd kombinace.

Definice 7: Necht p je obraz. Pravotocivd rotace obrazu p, oznacme ji pR, je definovana jako:

Pm1 P11
pR= : . :

Pman 0 Pin

Obrazek 6 Pravotociva rotace obrazu p

Rotace obrazu mize byt pfirozené rozsifena na rotaci dvourozmérného jazyka, ten pak oznacujeme jako
LR,

Definice 8: Necht X je konecna abeceda a necht S;,5, € X* jsou dva jednorozmérné jazyky nad
abecedou X. Rddkové-sloupcovd kombinace jazykd S; a S, je dvourozmérny jazyk L=5; @ S, € Z**
takovy, Ze obraz p € X** patii do jazyka L pravé tehdy kdyZ retézce odpovidajici fadkiim patii do S; a
fetézce odpovidajici sloupclim patii do S,.

Definice 9: Necht p je obraz o velikosti (m,n). Blok (nebo podobraz) obrazu p je obraz p’, ktery je
podpolem obrazu p. Tj., pokud (m',n’) je velikost obrazu pl, pak m'<ma n<na existuji celé Cisla
hk,(h<m-m,k<n-n'),2ep (i,j) =p@i+hj+k)proviechna0 <i<m'a0<j<n.

Definice 10: Pro libovolny obraz p o velikosti (m, n) definujeme obraz p o velikosti (m + 2,n + 2), ktery
ziskame tak, Ze obraz p obklopime specialnimi okrajovymi symboly #, kde # & X. Obraz p je zobrazen na
nasledujicim obrazku.

# # e H# #
# p1 0 DPin #
p=|i g :
# Pma1 " Pmn #
# # e H #

Obrazek 7 Obklopujici obraz obrazu p

Definice 11: Necht X a I" jsou dvé konecné abecedy, p € I'** je obraz a m: ' — X je projekce definovana
nasledovné: Projekce m obrazu p je obraz p € Z** takovy, Ze p'(i,j) = n(p(i,j)), pro viechna
1<i<L)1<j<L{®.

Definice dalSich vlastnosti obrazl a rovnéz dalsi priklady dvourozmérnych jazykd lze nalézt naptiklad v
(Giammaressi & Restivo, 2004), kapitola 2.



Regularni vyrazy
Zakladni operace na dvourozmérnych jazycich, které byly uvedeny v pfedchozi kapitole, mohou byt
pouzity na elementarni dvourozmérné jazyky za ucelem ziskani tfid dvourozmérnych jazykd.

Definice 12: Méjme abecedu X'. Pak prazdny jazyk @ a kazdy jazyk {{a]}, kde a € X, nazyvame atomickymi
jazyky nad abecedou X. Necht R je mnozina reguldrnich operaci definovana jako R = {©, @, *©, *Q©,
U, N, °}.

Jazyk nad abecedou X je regularni, pokud ho lze ziskat z néjakého atomického jazyka pomoci konecné
mnoha aplikaci operaci z R. Reguldrni vyraz je pak predpis, ktery udava, jakym zplsobem je dany jazyk
pomoci regularnich operaci z atomickych jazykd ziskan.

Definice 13: Reguldrni vyraz nad abecedou 2 je definovan rekurzivné nasledovné:

e (@ akazdy symbol a € X je reguldrni vyraz.
e Pokud aa f jsou regularni vyrazy, pak

(@ u P,
(@) n (B,
“(a),

(@) @ (B),
(@ e @),
(@)*©,
(@)

O 0O O O 0O O O

jsou regularni vyrazy.
Kazdy reguldrni vyraz nad abecedou X znaci dvourozmérny jazyk nad abecedou 2':

e (@ znadi prazdny jazyk

e aznadijazyk {{a]}

e (a) U (PB) znati sjednoceni jazykd a a B

e (a)n (B) znati jejich pranik

e (a) @ (B)a(a)© (B) znatijejich sloupcovou a Fadkovou konkatenaci
e (0)*? a (a)*© znatijejich sloupcovou a fadkovou iteraci

¢(a) znadi doplnék jazyka a

Definice 14: Dvourozmérny jazyk L S X** je regularni, pokud existuje regularni vyraz nad abecedou X,
ktery ho znadi. Trida regularnich dvourozmérnych jazyk( se pak oznacuje jako L(RE).

Pfiklad 5: Necht ~' = {a, b}. Reguldrni vyraz
((aOb)®) @ (b a)©)?@

znadi jazyk vSech ,Sachovnic”, které maji sudou délku strany, tj. jsou to obrazy v tomto tvaru:
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bla|bja|b]a a
Obrazek 8 Obraz dle definice jazyka z Prikladu 5

[on

Specialni regularni dvourozmeérné jazyky
Je zajimavé uvaZovat ndsledujici podmnoZiny mnoZiny regularnich operaci R:

o ‘(Rfl = {er @r *@r *@: U, n}
e R, ={O, ®, U, N}

Reguldrni vyrazy, které obsahuji pouze operace z R; nazyvame reguldrni vyrazy bez doplinku (CFRE —
complementation-free regular expressions). Jazyky, které tyto regularni vyrazy znaci, jsou regularni
jazyky bez doplriku a tfidu téchto jazykd oznacujeme jako L(CFRE).

P¥iklad 6: Jazyk z Pfikladu 5 pat¥i do L(CFRE), protoZe je vyjadfen reguldrnim vyrazem bez doplriku.

Reguldrni vyrazy obsahujici pouze operace z R, nazyvdme reguldrni vyrazy bez iterace (SFRE—star-free
regular expressions). Jazyky, které tyto regularni vyrazy znaci, jsou reguldrni jazyky bez iterace a tfidu
téchto jazykl oznacujeme jako L(SFRE).

Priklad 7: UvaZujme dvourozmérny jazyk L vSech obrazd nad abecedou X = {a, b} takovych, Ze existuje
alespon jeden radek, ktery obsahuje dva po sobé nasledujici vyskyty symbolu a. Jazyk L € L(SFRE),
protoze miize byt vyjadfen regulérnim (0) © (“(9) @ (2@ a) © °(9)) © °(®), coi je reguldrni
vyraz bez iterace.

Automaty

V této kapitole popiseme dva rlzné typu automat(, které ¢tou dvourozmérnou pasku. Prvnim z nich je
CtyFsmérny automat, coz je sekvenctni model, a druhym je dvourozmérny online teselacni automat, coz je
model vychazejici z celularnich automata.

Cty'smérné automaty

V roce 1967 Blum a Hewit zavedli model kone¢ného automatu, ktery cte dvourozmérnou pasku. Nazvali
ho ctyfsmérny automat a jde o rozsiteni klasického konecného automatu, ktery pfijima retézce, tim
zplUsobem, Ze je umoznén pohyb ve ¢tyfech smérech — Vlevo, Vpravo, Nahoru a Dold.

10



Definice 15: Nedeterministicky (deterministicky) c¢tyfsmérny konecny automat, oznacujeme ho jako
4ANFA (4DFA), je sedmice A = (X, Q, A, q9, 94,9y, ), kde:

e Y jevstupni abeceda

e ( je kone¢na mnozina stavi

e A={R,L,U,D}je mnozina ,sméri“

® o € Q je ,startovaci” stav

®* q., 9, € Q jsou ,pfijimaci” (accepting) a ,,zamitaci” (rejecting) stav

e 5:Q—{qs,q} xZ — 2972 (6:Q — {qa,q-} X £ — Q X A) je ptechodova funkce

Podobné jako v pripadé jednorozmérnych jazykd jde o model konecného fizeni pomoci mnoziny stavd Q,
ktery ¢te vstupni obraz. Pohyb c¢teci hlavy zavisi na prechodové funkci 6:, ktera z aktualniho stavu se
symbolem na aktudlni pozici na pdsce prejde do nového stavu a presune cteci hlavu o jednu pozici
v daném sméru. V pfipadé dosazeni stavu q, nebo q,., 4FA zastavi, protoze pro tyto stavy neni definovan
Zadny prechod.

Pouziva se konvence, Ze 4FA cte ohrani¢eny obraz p a kdyz se ¢teci hlava dostane na ohranicujici symbol
o,

#, pak se v nasledujicim kroku ihned vrati zpét do p. Jinymi slovy, automat “vi”, Ze je blizko okraje a nikdy
se mimo p nedostane.

Ctyfsmérny koneény automat pfijima (rozpoznava) obraz p € X**, jeslize se ze startovaci pozice (1,1) a
startovaciho stavu mUzZe presunovat a miZe zastavit ve pfijimacim stavu q,. Kromé vySe uvedeného
rozsifeni moznych smérd prechodu, existuji dva dalsi podstatné rozdily od klasického koneéného
automatu:

e NenivyZadovano, aby 4FA precetl vSsechny symboly vstupniho obrazu.
e 4FA se mlzZe na libovolnou pozici vstupniho obrazu pomoci konecné stavového fizeni
libovolnékrat vratit.

Priklad 8: Necht 2 = {0,1} je abeceda a necht L S X** je dvourozmérny jazyk, pro jehoz kazdy obraz
plati, Ze prvni sloupec je roven poslednimu sloupci. Formalné
L={plpe2 Ap(i,1)) =p(,L({p),i=1,..,11(p)}

Jazyk L je pfijiman ctyfsmérnym deterministickym konecnym automatem, ktery pracuje nasledovné.
Prochazi vstupni obraz p fadek po radku zleva doprava, shora doll a soucasné kontroluje, zda vsechny
pozice obsahuji symboly ze X a Ze prvni symbol kazdého fadku se rovna poslednimu symbolu stejného
radku.

Pfiklad 9: Necht ¥ = {0,1} je abeceda a necht L je podmnoZina X** takovd, Ze viechny obrazy v ni
obsazené maji tvar ,Ctverce” o liché délce strany, kde na prvek centrdlni pozici je roven 1. Priklad
takového obrazu nasleduje:
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1/1/0(0/|0
0jo0f1(0|0
1/0{1|0]1
1j1(1]1]1
1/0{0|1]0

Obrazek 9 Obraz dle definice jazyka z Prikladu 9

Jazyk L je pfijiman ¢tyfsmérnym nedeterministickym koneénym automatem, ktery pracuje ndsledovné.
Ve vstupnim obraze p se ze startovni pozice (1,1) pohybuje po diagonale (tj. jeden krok dol(, jeden krok
doprava). V nékterém okamiziku, ktery je uréen nedeterministicky, si tento 4NFA zapamatuje symbol
nachazejici se na aktualni pozici a nasledné se zacne pohybovat dolli po druhé diagonale (tj. jeden krok
dol(, jeden krok doleva). Pokud se takovy 4NFA dostane do levého dolniho roku obrazu p, pak obraz p
ma tvar Ctverce o liché délce strany, na jehoZ centrdlni pozici se nachazi onen zapamatovany symbol.
Pokud zapamatovany symbol je 1, pak automat obraz p pfijme, v opacném pfipadé obraz p odmitne.

TFdu jazykd pfijimanych &yFsmérnymi nedeterministickymi automaty je oznaujeme L(4NFA) a tfidu
jazyk( pfijimanych &tyFsmérnymi deterministickymi automaty oznaéujeme L(4DFA). Ac¢koliv 4FA jsou
pfirozenym rozSifenim konecnych automatl do dvou dimenzi, nezachovavaji vétSinu duleZitych
vlastnosti kone¢nych automatd pro jednorozmérné retézce.

Teorém 1: L(4DFA) c L(4NFA).
Teorém 2: L(4DFA) a L(4NFA) nejsou uzavieny vici Fadkové a sloupcové konkatenaci, ani vi¢i iteraci.

Teorém 3: L(4DFA) a L(4NFA) jsou uzavieny vici boolovskému sjednoceni a praniku. L(4DFA) je
navic uzaviena vUci doplnku.

Dikazy Teorému 1, 2 a 3 Ize nalézt v (Giammaressi & Restivo, 2004), kapitola 4.

Online tesela¢ni automat

CtyFsmérny automat z pfedchozi kapitoly pracuje sekvenéné. V této kapitole uvedeme celuldrni automat,
ktery pracuje nad celou pdskou soucasné. Neformalné je dvourozmérny celuldrni automat pole bunék,
pficemz kazdd z téchto bunék je v daném casovém okamziku v néjakém stavu. V kazdém kroku kazdd
burika pfejde do nového stavu v zavislosti na stavu sousednich bunék.

Dvourozmérny online teselacni automat zavedli Inoue a Nakamura. Jde o omezeny dvourozmérny
celuldrni automat, kde jednotlivé buriky neméni své stavy v kazdém kroku, ale ,vina“ prechod(ll prejde
skrz pole diagonalné.
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Definice 16: Nedeterministicky (deterministicky) dvourozmérny online tesela¢ni automat, oznacujeme
ho jako 20TA (2DOTA), je definovan jako pétice A = (X, Q, 1, F, §), kde:

e Y jevstupni abeceda

e ( je kone¢na mnozina stavi

e [CQ(I={i},i€ Q)jemnozina pocatecnich stavl

e F C (Q je mnoZina koncovych stavl

e 5:QXQXX—2Y(5:Q0%x0QxX— Q) jeprechodova funkce

20TA A pracuje na obrazu p € Z** tak, Ze kazdé pozici (i, j) obrazu p pFifadi stav z Q. Tento stav je dan
pfechodovou funkci & a zavisi na stavech pfifazenych k pozici (i — 1,j) a (i,j — 1) obrazu p a na symbolu
p(, j).

#l#u|sls # #|#
# #
# #
# #
# pi—-1,)) #
# pij—-1 | pGJ) #
# #
#l#|u|#|# # #|#

Obrazek 10 llustrace k definici 16

Vase t =0 je pocatelni stav qg pfifazen vSem pozicim prvniho fadku a prvniho sloupce obrazu
p. Vypocet pak prob&hne béhem I;(p) + I,(p) — 1 krokd. Zatne v ¢ase t = 1 pFectenim pozice p(1,1) a
prifazenim stavu §(qq, qo, p(1,1)) na pozici (1,1). V ¢ase t = 2 jsou stavy pfifazeny soucasné na pozice
(1,2) a (2,1) a tak déle po diagonale. V ¢ase t = k jsou soucasné pfitazeny stavy na vSechny pozice (i, j)
takové, ze i + j — 1 = k. 20TA A pfijima obraz p, pokud existuje vypocet A na obrazu p takovy, Ze stav
pfifazeny pozici (11 (p), 1, (p)) patfi do mnoziny koncovych stava F.

Pfiklad 10: Necht ¥ = {a} je abeceda a necht L € X** je jazyk vSech , ¢tverct” nad abecedou X, formalné
viz Priklad 2. Nedeterministicky dvourozmérny online teselaéni automat muZe jazyk L pfFijimat
nasledovné. Pozicim na hlavni diagonale obrazu p pfiradi stav 1, pozicim pozicim nad hlavni diagonalou
obrazu p pfifadi stav 2 a pozicim pod hlavni diagonalou obrazu p pfifadi stav 3. Pak je obraz p pfijat
pravé tehdy, kdyZz pozice vpravém dolnim rohu obrazu p obsahuje stav 1.
Formalné: Jazyk L je pfijiman 20TA A = (X, Q, 1, F, §), kde:

e (= {0,1,2,3}

e I={0}

e F={1}

e 5(0,0,0) =6(23,a)=1
6(0,1,a) =6(0,2,a) =6(12,1,a) =6(2,2,a) =2
6(1,0,a) =6(3,0,a) =6(1,3,a) =6(3,3,a) =3

13



Tridu jazyk(, které jsou pfijimany pomoci 20TA, znac¢ime L(20TA) a tfidu jazykd, které pfijima
ptijimanych pomoci 2DOTA znacime L(2DOTA).

Teorém 4: Tiida L(2DOTA) je ostie pod tfidou L(20TA).
Odkaz na dikaz Teorému 4 lze nalézt v (Giammaressi & Restivo, 2004), kapitola 4.

Bez dlkazl uvedeme nékolik dalezitych vlastnosti tfidy L(20TA), pficemz dlkazy jsou v kapitole 4
(Giammaressi & Restivo, 2004).

Teorém 5: Ttrida L(20TA) je uzaviena vici projekci, fadkové i sloupcové konkatenaci.

Teorém 6: Tfida L(4NFA) je podtfidou tfidy L(20TA).

Gramatiky

Predchozi modely zaloZzené na automatech slouZily k pfijimani tfid dvourozmérnych jazykd. Pro jejich
generovani bylo zavedeno také nékolik rliznych modelll. Vtomto textu se zaméfime predevsim na
gramatiky zobecnéné do dvou rozmérl, které jsou zaloZeny na bezkontextovych a regularnich
gramatikach a obsahuji dvé mnoZiny pravidel — mnozinu pravidel horizontdlnich a mnoZinu pravidel
vertikalnich.

Tyto modely pracuji tim zplsobem, Ze nejprve na zakladé mnozZiny horizontédlnich pravidel vygeneruiji
fetézec symbolll o a pak pomoci paralelni aplikace vertikalnich pravidel z jednotlivych symboll fetézce o
vygeneruji obdélnikovy obraz.

Definice 17: Dvourozmérna, pravé linedrni gramatika (2RLG) je definovdana sedmici
G=0,V,,%,%2,S Ry, R,), kde:

e V), je kone€na mnoZina horizontdlnich proménnych

e I, je kone¢nd mnozina vertikalnich proménnych

e JX; €V, je kone¢nda mnoZina ,horizontalnich terminal(”

e Y je konetnad mnoZina terminalll

e S €V jestartovaci symbol

e Ry je konecnd mnoZina horizontalnich pravidel ve tvaru V — AV’ nebo V — A, kde V,V' S
V,, A€ X

e Ry je konecnd mnoZina vertikalnich pravidel ve tvaru W — AW’ nebo W — a, kde W,W' €
V,,a €X

Derivacni krok pak ma dvé faze:

e Vprvni fazi je gramatikou G, = (Vy, 2, S, R,) vygenerovan (jednorozmérny) jazyk H(G) nad
abecedou X;. Retézce jazyka H(G) jsou pak povaZovany za horni Fadek obrazu, ktery se bude
generovat.
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e Vdruhé fazi je pak kaidy symbol fetézce zjazyka H(G) povazovan za startovaci symbol a
generovani podle vertikalnich pravidel z R;, probiha paralelné nad vSemi symboly tohoto fetézce.
Pravidla z R, musi byt aplikovana paralelné ztoho dlvodu, aby bylo zajisténo, Ze vSechna
terminalni pravidla (tj. pravidla ve tvaru V; — a;) budou ve vSech sloupcich aplikovana soucasné.

P¥iklad 11: Necht G = (V,,,V,, 2}, 2, S, Ry, R,,) je gramatika, kde:

L4 Vh = {S,T}

e V,={AB,C,D}
e 2 ={AB}

e XY={01}

R, ={S — AT, T — BS,T — B}
R,={A—1C,C —- 04, —0,B—0D,D — 1B,D — 1}

V prvni fazi gramatika G generuje jazyk H(G) = {AB}*. V druhé fazi gramatika odstartuje na fetézci
zjazyka H(G), ktery je povaZovén za horni Fadek vysledného obrazu, a budou aplikovéna pravidla z
R,. Timto zplsobem ziskame jazyk L vygenerovana gramatikou G, coZ je mnozina ,$achovnic” o sudé
délce strany. Pfikad takového obrazu je na nasledujicim obrazku:

1/011{0|1(0]|1]0
0|1/0|1|0]|1]|0]1
1/011{0(1(0]|1]0
0|1/0|1|0]|1]|0]1
1/011{0(1(0]|1]0
0|1/0|1|0]|1]|0]|1
1/011{0|1(0|1]0
0/|1{0|1|0]|1|0]|1

Obrazek 11 llustrace k Pfikladu 11

Tridu jazykd generovanych dvourozmérnymi pravé linedrnimi gramatikami oznacujeme L(2RLG).
Teorém 7: T¥ida L(2RLG) je vlastni podtiidou tfidy L(4DFA).

Teorém 8: Tfida L(2RLG) je uzaviena vidi projekci.

Dukazy teorém( 7 a 8 je uveden v (Giammaressi & Restivo, 2004), kapitola 5.

Dvourozmérné jazyky je také mozné popsat pomoci logickych formuli, coZ vSak presahuje rdmec tohoto
textu. Uvodu do souvislosti dvourozmérnych jazyk( a logickych formuli se vénuje napfiklad kapitola 6
(Giammaressi & Restivo, 2004), kde je mozné nalézt i odkazy na dalsi souvisejici literaturu.

Dalsi velkou kapitolou teorie dvourozmérnych jazykl jsou, podobné jako v pfipadé jednorozmérnych
jazykll, meze rozhodnutelnosti. S timto tématem souvisi predevsim tzv. tiling systémy a domino systémy.
V této préci se vSak budeme vénovat spiSe praktickému vyuziti dvourozmérnych jazyku a jejich souvislosti

15



s digitadlnimi obrazy. Zajemce o problematiku rozpoznatelnosti dvourozmérnych jazyk( odkazeme na
pomérné obsahlé kapitoly 6—11 v (Giammaressi & Restivo, 2004).

Digitalni obraz a formalni jazyky

V predchozi kapitole jsme definovali dvourozmérny jazyk jako mnoZinu dvourozmérnych retézcll nad
néjakou abecedou. Dvourozmérné retézce mizZeme interpretovat jako digitdlni obraz (proto se jim také
fika obrazy). Digitalni Sedotonovy obraz s rozliSenim m X n je reprezentovan funkci, ktera kazdé pozici
priradi néjakou Ciselnou hodnotu, kterou miZzeme povazovat za Uroven Sedi. V pripadé obrazu o rozliseni
2" x 2"miizeme libovolny jeho bod adresovat pomoci fetézce nad abecedou X, kterda ma 4 symboly,
2 ={0,1,2,3}.

Vtéto kapitole vysvétlime, jakym zplsobem lze obraz s koneénym rozlisenim reprezentovat funkci
f: 2™ — R. Déle vysvétlime, jak Ize dvourozmérné retézce, které obsahuji dany obraz v nékolika rGznych
rozliSenich zdroven, tzv. multiresolution obrazy, reprezentovat funkci g:2X* — R. Také popiSeme
algoritmus, ktery pro dany multiresolution obraz nalezne minimalni FA (pokud takovy FA existuje), ktery
dany obraz reprezentuje.

Cernobilé obrazKky a kone¢né automaty

UvaZujme ctvercovy obraz s rozlisenim 2™ x 2" (kde typicky 7 < n < 11), kde kazdému pixelu (pozici)
tohoto obrazu je pfifazena pravdivostni hodnota — hodnota 0 reprezentuje ¢ernou barvu, hodnota 1
barvu bilou. Pro ucely popisu obrazu pomoci automatu a pro Ucely manipulace s obrazem je vhodné
kazdému pixelu obrazu pfifadit adresu.

Definice 18: Mé&jme dvourozmérny obraz p o rozliseni 2™ x 2". Pak slovo w, jeho? délka |w| = n, nad
abecedou X = {0,1,2,3} udava adresu kazdého pixelu v obrazu p takto:

e Symbol € oznacuje adresu celého ¢tvercového obrazu p.
e Kvadranty obrazu p jsou adresovany jednou Cislici dle nasledujiciho obrazku:

p:|1]3
0|2
e Ctyri kvadranty podobrazu, jeho? adresa je w, jsou adresovany pomoci Fetézct w0, wl, w2 a w3.

Pfiklad 12: Méjme obraz p s rozliSenim 16 X 16 pixely. Pfifazeni adres viem jeho pixelim je zobrazeno
na nasledujicim obrazku, pficemz pixel adresou 203 je zobrazen na ¢erném pozadi.
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111 113 131 133 | 311 313 331 333
110 112 130 132|310 312 330 332
101 103 121 123 | 301 303 321 323
100 102 120 122 | 300 302 320 322
011 013 031 033|211 213|231 233
010 012 030 032|210 212|230 232
001 003 021 023 ] 201 221 223

000 002 020 022|200 | 202|220 222
Obrazek 12 llustrace k Prikladu 12

Abychom byli schopni pIné specifikovat ¢ernobily obraz s rozlisSenim 2™ X 2™, potfebujeme specifikovat
bud funkci 2™ — {0,1} nebo mnoZinu adres vSech pixeld, které maji byt éerné, tj. jazyk L € X™. V praxi
je ¢asto vhodné uvazovat multiresolution obrazy.

Definice 19: Multiresolution obraz je obraz, ktery je specifikovan pro vSiechna mozna rozliSeni soucasné.

Priklad 13: Sachovnice o rozmérech 2 x 2 vypadd ve viech rozliSenich 2™ X 2™, m > 1 stejné. Je-li
velikost Sachovnice rovna m, pak mnozinu adres vsech Cernych poli této Sachovnice specifikuje vyraz
{1,2}5™71, jde-li o multiresolution obraz, pak {1,2}2".

Priklad 14: Chceme-li specifikovat Sachovnici o rozmérech 8 X 8, mlzeme ji ziskat tak, Ze do vSech
Ctyfech kvadrantl éverce o rozmérech 8 X 8 vloZime Sachovnici o rozmérech 2 X 2. Pak mnoZinu adres
véech ¢ernych poli této $achovnice specifikuje reguldrni vyraz X2{1,2}X*. V&imnéme si, 7e vyraz
22{1,2}2* je konkatenaci dvou reguldrnich vyrazd, £? a {1,2}2*. Obecné plati, 7e je-li obraz L popsan
konkatenaci dvou jazykl, L = LiL,, pak obraz L lze vidy ziskat vloZzenim obrazu L, do vSech ctverc(,
které jsou adresovany jazykem L;. Proto mlizeme Sachovnici o rozmérech 8 X 8 ziskat také vlozenim 4
kopii Sachovnice o rozmérech 4 X 4, popsanych regularnim vyrazem X{1,2}%*, do c¢tvercl s adresami
0,1,2 a 3, Ize popsat konkatenaci ¥ a X{1,2}2".

Priklad 15: Jazyk L; = {1,2}*0 predstavuje adresy vSech nekonec¢né mnoha ctvercd zobrazenych na
nasledujicim obrazku vlevo.

Pfiklad 16: Budeme-li mit jazyk L, = X* predstavujici adresy vsech Cernych Ctverct, pak konkatenaci
LiL, = {1,2}*0X* ,vybarvime” vsSechny ctverce predchoziho pfikladu, vysledek je zobrazen na
nasledujicim obrazku vpravo.
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Priklad 17: VloZenim trojuhelniku popsaného jazykem L;L, z ptedchoziho pfikladu do vSech ¢tvercu s
adresami L3z = {1,2,3}"0 ziskdme obraz L3L = {1,2,3}"0{1,2}"0X™. Nékolik prvnich vloZeni znazorruje
nasledujici obrazek.

Obrazek 13 llustrace k Prikladu 17, prevzato z (Mindek, Finite State Automata and Image Recognition, 2004)

Nezbytnou podminkou, aby mohl byt multiresolution obraz reprezentovan reguldrni mnoZzinou, je, aby
tento obraz mél konecny pocet rliznych podobrazl ve viech podc¢tvercich s adresami z X*. Déle uvidime,
Ze tato podminka je také postacujici. Obrazy, které mohou byt perfektné (tj. s nekonec¢nou presnosti)
popsany regularnimi vyrazy (a tim padem i koneénymi automaty), jsou obrazy charakteru fraktal(, jejichz
typickou vlastnosti je sobépodobnost (definice viz napt. (Zara, Bene, Sochor, & Felkel, 2005), kapitola 8).
Pomoci regularnich vyrazd vsak muzZe byt aproximovan kazidy obraz, nicméné ¢im mensi chybu
aproximace pozadujeme, tim vétsi bude vysledny automat (reguldrni vyraz), ktery obraz popisuje.

Algoritmus 1: Konstrukce konecného automatu, ktery specifikuje vstupni obraz — pokud takovy automat
existuje, tj. pokud dany obraz ma jen koneény pocet rliznych podobrazd.

Vstup: Dvourozmérny obraz I.
Notace: J,, znati takovou zvétienou &ast obrazu I, kterd je adresovana slovem w. Cést obrazu,
ktera je reprezentovdna stavem x oznacujeme jako 1,.

Algoritmus:

1. i=j=0
2. Vytvorstav 0 a nastav iy =1
3. Ptedpokladejme, Ze 3p; = I,,. Zpracuj stav i, tj. pro k = 0,1,2,3 :
e Pokud I, =1, pro néjaké q, pak vytvor pfechod se symbolem k ze stavu i do
stavu q; jinak nastav j = j + 1,Y; = I, a vytvof pfechod se symbolem k ze

stavu i do nového stavu j.
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4. Pokud i =j, pak jsou vSechny stavy jiZz zpracovany a algoritmus kondi; jinak nastav
i =141 apokracuj bodem 3.

Neformdlné feceno, Algoritmus 1 konci, pokud existuje automat, ktery perfektné popisuje vstupni obraz
a jeho vysledkem je minimalni deterministicky automat.

Priklad 18: UvaZujme jazyk z pfikladu 17. Algoritmus 1 zkonstruuje nasledujici deterministicky minimalni
koneény automat:

1,2,3 1,2 0,1,2,3
D0

Nejprve je vytvoren stav D. Pro symbol O je vytvoren novy stav T, pro symboly 1,2,3 se cykli ve stavu D.

Pak je zpracovan stav T tak, Ze pro symbol 0 je vytvofen novy stav S a pro symboly 1,2 se cykli ve stavu
T. Jelikoz tteti kvadrant je pro T prdzdny, nevychazi se stavu T Zadna prechod se symbolem 3. Nakonec
je zpracovan stav S tak, Ze vSechny symboly v tomto stavu cykli.

V této kapitole jsme uvaZovali pouze cernobilé digitdlni obrazy, kde plné postacuje hodnotu pixelu
definovat jako pravdivostni hodnotu (0/1, cernd/bila, nepravda/pravda). Praxe si ale vyZaduje praci
s minimalné Sedoténovymi obrazy, kde hodnota pixelu je dana obecné redlnym Cdislem, které je
digitalizovédno obvykle na hodnoty z intervalu 0 az 2¥ — 1, kde typicky k = 8. Touto problematikou se
zabyva kapitola tfeti a Ctvrtd (Culik & Kari, 2004), kde lze nalézt podrobnéjsi informace nejen o
Sedotdnovych obrazech a jejich souvislosti stzv. vaZzenymi konecnymi automaty, ale také uvod do
vazenych koneénych prevodnik, které v praxi mohou slouZit pro jisté transformace mezi obrazy.

Konecné automaty a rozpoznavani obrazu

V posledni kapitole tohoto textu na zdkladé definic dvourozmérného jazyka, co by mnoziny
dvourozmérnych retézcl (obrazll), adresace jeho pixeld a algoritmu konstrukce kone¢ného automatu pro
struéné zminime jednu z moznych aplikaci teorie dvourozmérnych jazykd.

Jednd se zejména o rozpozndvani obrazu pomoci konecného automatu. Chceme-li obraz zachytit
precizné, je potfeba velkého rozliSeni, coz znamena pouziti velkého mnozstvi pixell a tim padem velké
mnozZstvi dat. Pfi analyze obrazu pak mizZe byt obtizné vSechna tato data zpracovat pfimo, takZe v praxi
se proces analyzy ¢asto rozdéluje do dvou fazi:

1. Nalezeni dulezitych ryst obrazu (feature extraction). Tato faze probiha bud automaticky nebo
manudlné a Casto bez potreby hlubsiho pochopeni obsahu obrazu. Klasickymi ptiklady rysa jsou
hrany, rohy, regiony apod. Je zfejmé, Ze kvalita a spolehlivost metod extrakce rysli ma vyznamny
vliv na vykon celého procesu analyzy obrazy. K extrakci rysd existuje velké mnozstvi literatury,
napf. (Nixon & Aguado, 2002), podrobnéjsi informace by vsSak byly mimo hlavni téma tohoto
textu.
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2. Rysy extrahované v prvnim kroku jsou pouzity pro analyzu obrazu. Napfiklad prace (Mindek,
Finite State Automata and Image Recognition, 2004) uvadi algoritmy pro:
e Konstrukci automatu slouziciho pro rozpoznavani. Jde o Algoritmus 1 uvedeny
v pfedchozi kapitole této a jeho detailni popis Ize nalézt na strané 9 dila (Mindek, Finite
State Automata and Image Recognition, 2004). Pfipomerime, Ze tento algoritmus kondi,
jestliZze existuje automat, ktery perfektné (pfesnéji: s chybou dané velikosti) specifikuje
vstupni obraz a jeho vystupem je automat s minimalnim poctem stav.
e Rekonstrukci obrazu na zakladé automatu. Jde o postup, ktery na zakladé automatu
z Algoritmu 1 rekonstruuje obraz. Podrobny popis tohoto postupu Ize nalézt v (Mindek,
Finite State Automata and Image Recognition, 2004), kapitola 4.

Problematika rozpoznavani vzorl na zakladé konecnych automatl je pomérné obsahla, podrobné;jsi
informace a odkazy na dalsi literaturu Ize nalézt naptiklad v (Mindek, Finite State Automata and Image
Recognition, 2004) a (Zdarek & Melichar, 2006).

Zavér

Ucelem tohoto textu bylo ¢&tenafi jednak prehledné podat zakladni ndhled do celé obsdhlé teorie
dvourozmérnych jazyk(l a také mu poskytnout odkazy na relevantni literaturu, v niz je mozno najit
mnohem podrobnéjsi informace, véetné kompletniho znéni dikazl teorémd(, které jsou v této praci
uvedeny bez dikazd.

V tvodnich kapitolach byly uvedeny zaklady teorie dvourozmérnych jazyk(, operaci nad nimi, modely pro
jejich pfijimani a generovdni, v druhé casti textu byla pospdna jejich souvislost s digitdlnimi obrazy a
v zavéru jsme se velmi stru¢né zminili o jejich mozném poutziti v praxi.
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