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Forma kurzu a novinky

garant (prof. Ceska)
prednasky a organizace (primarné doc. Ceska)
demo cviceni (primarné prof. Vojnar)

numericka cviéeni (prof. Vojnar, doc. Cedka, doc. Holik, doc. Rogalewicz,
dr. Lengal)

demo cviCeni (patek) se nepravidelné stridaji s numerickymi cvicenimi
prednasky a dema se zaznamenavaji a budou prubézné zverejnovany
hvézdiCkové notace pro doplnujici témata/dukazy, které se nebudou zkouset

2 vnitrosemestralni testy (10+15 bodu)

3 domdaci ukoly (3x 5 bodu, organizuje doc. Rogalewicz, dr. Lengal a doc. Holik)
zapocet min 18 bodu z pisemek a vsech ukolu

sbirka pfikladu s ukazkou feSeni + neoficialni feSeni od studenta T. Kocourka

vétsi dlraz na praktickou slozitost (amortizovana slozitost + analyza sloZitosti
vybranych algoritmu)

zavereCna zkouska vyzaduje minimalni pocty bodu z jednotlivych oblasti
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Kde hledat informace o kurzu?

< HLAVNI INFORMACNI KANAL: stranky predmétu

https://www.fit.vutbr.cz/study/courses/TIN/public/.en

% Domaci ulohy a diskuzni fora jsou organizovana na e-learningu VUT (moodle TIN)

< Registrace a hodnoceni v predmétu ve STUDIS VUT
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Referencni literatura

% Opora — dostupna na strankach predmétu.
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Hopcroft, J.E., Motwani, R., Uliman, J.D.: Introduction to Automata Theory,
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0-201-44124-1

Gruska, J.: Foundations of Computing, International Thomson Computer Press,
1997. ISBN 1-85032-243-0

Bovet, D.P., Crescenzi, P.: Introduction to the Theory of Complexity, Prentice Hall
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Motivace: Proc se ucime TIN?

prohloubit znalosti zakladnich informatickych konceptu (automaty, gramatiky,
regularni vyrazy) v€etné algoritmu pro praci s nimi, které se pfimo pouzivaji v
mnohych realnych aplikacich (pfekladace, bezpecnost, analyza systému atd.)

ziskat zakladni orientaci v oblasti vycislitelnosti a sloZitosti (tj. jaké problémy
umime algoritmicky resit a jaké vypocetni prostfedky jsou nutné K jejich fesenti)

0sVvojit si schopnost abstraktniho a systematickeho mysleni

osvojit si schopnost formalniho (ij. presného) vyjadrovani
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Realny problem reseny v ramci jedne BP

% Vytvorte mobilni aplikaci pro nasledujici problém planovani aktivit na détském tabore.
Je dano m disciplin a n déti — kazdé dité ma vybrané dve oblibené discipliny. Vasim
ukolem je najit (pokud existuje) bezkonflikini rozdéleni disciplin do 3 skupin (rund).
Konflikt nastava pokud obé discipliny vybrané jednim ucastnikem prislusi stejné skupiné.

% Je tento problém algoritmicky reSitelny?
% Je tento problém efektivné resitelny?

% Jakd je ¢asova slozitost tohoto problému? Pro jak velké hodnoty m a n muzeme
ocCekavat existenci algoritmu, ktery tento problém vyresi v radech sekund/minut.

% Dovednosti ziskané v TINu nam pomohou takové otazky zodpovédeét a tudiz 1épe
pochopit dany probléem
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Formulace problemu

% Vytvorte mobilni aplikaci pro nasledujici problém planovani aktivit na détském tabore.
Je dano m disciplin a n déti — kazdé dité ma vybrané dve oblibené discipliny. Vasim
ukolem je najit (pokud existuje) bezkonflikini rozdéleni disciplin do 3 skupin (rund).
Konflikt nastava pokud obé discipliny vybrané jednim ucastnikem prislusi stejné skupiné.

1. mnozina disciplin D = {di,d2,...dmn}
2. V)'/bél’y déti: V = {Ul, V2, ... ,Un}, kde Vi = {dil, dig} pro dil, diz c D.
3. rozdéleni do skupin: funkce p: D — {1,2,3}, kde Vv, € V : p(di1) # p(di2)

% Je tento problém algoritmicky reSitelny? Ano, existuje pouze konecny pocet funkci p
mezi dvéma kone¢nymi mnozinami

% Je tento problém efektivné resitelny? Naivni feSeni musi vyzkouset az 3" moznych
funkci p a pro kazdou overit existenci konfliktu — exponencialni slozitost.

< Umim to délat Iépe? UrcCité ano, ale jak moc?
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Redukce na znamy problem

1. mnozina disciplin D = {di,d2,...dm}
2. V)'/béry déti: V = {’Ul, V2, ... ,’Un}, kde Vi = {dil, deQ} pro dil, di;o € D.
3. rozdeéleni do skupin: funkce p: D — {1,2,3}, kde Vv, € V : p(di1) # p(di2)

% Barveni grafu — 3 obarvitelnost

D je mnozina vrcholu

2. V ={vi,v2,...,v,} je mnozZina hran, kde v; = {d;1, d;2} je hrana mezi vrcholy d;1
a dig.

3. p: D —{1,2,3} je barveni grafu pomoci 3 barev.

existuje obarveni p, kde Vv; € V : p(di1) # p(di2)
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Redukce na znamy problem

% 3 obarvitelnost je NP-Uplny problém: a) neni znam zadny efektivni (tj. polynomialni
algoritmus), b) existence takového algoritmu by znamenala zasadni prulom v computer
science.

< Nema (asi) cenu hledat obecné efektivni reSeni naseho problému, ale spiSe se
soustredit na heuristiky, které mohou fungovat v prakticky zajimavych instancich:
inspirace z reSeni problému 3 obarvitelnost — branch-bound algoritmy

% Netrivialni instance 3 obarvitelnosti pro m > 32 uz nejsou resitelné v rozumném cCase.
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Jazyky a jejich reprezentace



Formalni jazyky

% Prvotni pojmy: symbol, abeceda (neprazdna konecnad mnozina symbolu).

Definice 1.1 Necht X je abeceda. Oznacme X* mnozinu v8ech konecnych posloupnosti
w tvaru:

W =aiaz...an,a; € Pror=1,...,n.

Posloupnosti w nazyvame fetézce nad abecedou .. Dale definujeme délku |w| Fetézce w
jako |w| = n. MnozZina ¥* obsahuje také specialni retézec ¢, pro ktery plati || = 0. € se
nazyva prazdny retézec.

Definice 1.2 Mnozinu L, pro kterou plati L C ¥* nazyvame formalnim jazykem nad
abecedou ..

% Priklady jazyku nad abecedou ¥ = {0, 1}:
Ly = {01,0011}
Ly = {0"1" | n > 0}
Lz = {ww® | w e {0,1}1}
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< Na mnoziné X* zavedeme operaci * takto:
Jsou-li dany dva fetézce w,w’ € X*:
w =a1a2 ...0an,
w' =alas...a, n,m >0,

pak w-w' = a1az...anala; .. .a,, (=ww').
Operace * se nazyva zretézeni nebo konkatenace.
Pro w, w’, w" plati:
1. Jww'| = |w| + |w'|,
2. ww'w"”) = (ww")w" tj. asociativnost konkatenace,
3. we =cw = w tj. € je jednotkovy prvek vzhledem k operaci -.

% Dale zavadime pojmy:
prefix, sufix, podretézec,
a’ = aras ...a; kde V1 <j<i:a;=a
#.(w) je poCet znaku a € X v fetézci w € ¥~

w? (1j. revers fetézce): pro w = aiaz ... an je W = anan_1...a1
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Operace nad jazyky

Jazyk je mnozina — jsou definovany vSechny mnozinové operace nad jazyky.
Pripomenme operaci komplement jazyka L nad abecedou X (¢asto znaceny jako co— L),
ktery je definovan jako co— L = " \ L.

Definice 1.3 Necht L, je jazyk nad abecedou X1, Ls je jazyk nad abecedou Xs.
Soucinem (konkatenaci) jazyku L, a L. nad abecedou X; U X5 rozumime jazyk

L1-L2:{xy|x€L1/\y€L2}

Priklad 1.1 Necht P ={A,B,...,Z,a,b,...,z},C ={0,1,...,9} jsou abecedy,
Li=Pals=(PUC)" jazyky nad P resp. PUC.
Jaky jazyk uréuje soucéin L1 L2?
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[terace a pozitivni iterace

Definice 1.4 Necht L je jazyk. lteraci L* jazyka L a pozitivni iteraci L™ jazyka L
definujeme takto:

1. L’ ={e}
2. L"=L-L" ‘pron>1
3. L*= |JL"
n>0
4. Lt = | L"
n>1

Je-li L jazyk, pak plati:
1. L*=L"U{e}
2. LT =L.-L*=L*-L

Piiklad 1.2 L, = {(p}, L2 = {,p}, Ls = {)}
LiL5Ls = {(p), (p,p), (Psp,p), ---}
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*Algebra jazyku*

Definice 1.5 Algebraicka struktura < A, +, -, 0, 1 > se nazyva polookruh, jestlize:
1. < A, 4+, 0 > je komutativni monoid (ij. + je asociativni a 0 je neutralni prvek) ,
2. <A, -, 1>jemonoid,

3. pro operaci - plati distributivni zakon vzhledem k +:
Va,b,c € A:a(b+ c) =ab+ ac, (a+ b)c = ac + be.

Véta 1.1 Algebra jazyk(l < 2~ ., U, -, 0, {e} >, kde U je sjednoceni a - konkatenace
jazyku tvori polookruh.

Dukaz.
1. <2¥, U, 0 > je komutativni monoid (U je komutativni a asociativni operace a
LU®=0UL=Lprovdechna L € 2%7).
2. <2, . {e} > je monoid:
L-{e} ={e}-L = Lprovéechna L € 2% .
3. Provsechny Li, Lo, L3 € 27 :
Ll(LQUL?,) = {a?y | (CE i~ Ll)/\(y c Lg\/yé L3)} = ...=110LUL1Ls
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Dukazy identity jazyku

Priklad:

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VL1, Lo CYX* : LTULS = (L1 U L2)*
2. 3L1, Ly CX*: Li ULy = (L1 U Ly)*
3. VLCX*:L* = (L*)"
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Dukazy identity jazyku

Priklad:

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VL1,Ly CX* : L ULs = (L1 U Ly)*
2. 3L1,L, CX*: LiULS = (L1 U Ly)*
3. VLCX*:L* = (L")"
Reseni 1: Tvrzeni neplati to jest plati jeho negace 3L, Ly C X% : LT UL # (L1 U Lo)*

Zvolme napfriklad L1 = {a} a Lo = {b}. Pak LT U L5 = {a}" U {b}" ale
(L1 U L2)" ={a,b}”. Zftejmé {a}" U {b}" # {a,b}".
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Dukazy identity jazyku

Priklad:

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VL1,Ly CX* : L ULs = (L1 U Ly)*
2. 3L1,L, CX*: LiULS = (L1 U Ly)*
3. VLCX*:L* = (L")"
Reseni 1: Tvrzeni neplati to jest plati jeho negace 3L, Ly C X% : LT UL # (L1 U Lo)*

Zvolme napfriklad L1 = {a} a Lo = {b}. Pak LT U L5 = {a}" U {b}" ale
(L1 U L2)" ={a,b}”. Zftejmé {a}" U {b}" # {a,b}".

Reseni 2: Tvrzeni plati. Zvolme napfiklad L, = Lo = {a}. Pak
LT U L; == {CL}* — (Ll U Lg)*
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Dukazy identity jazyku

Priklad:

Rozhodnéte a dokazte, zda plati nasledujici tvrzeni:
1. VL1, Lo CYX* : LTULS = (L1 U L2)*
2. 3L1, Ly CX*: Li ULy = (L1 U Ly)*
3. VLCX*:L* = (L*)"

Re&eni 3: Tvrzeni plati. Notace: wo i w{ (pro i > 1) oznaduje e

L™ = ULn:{w|wELi/\iZO}={w1w2...wn|n20/\‘v’1§i§n:wiEL}
n>0

(L") ={wiwa...wn | n>0AVI<i<n:w € L™ Am; >0} =

{wiwi ... wrwiws ... w? . whwn . cwrm [ n >0 A
Vi<i<n:m; >0AVI<j<max{m;|1<i<n}:w! €L}=

{wiwz ... w |k=mi1+ma+ .. m, AVI<i<k:w, € L} =

{wiwz ... wr |k >0AVI<i<k:w;, € L}=L"
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Gramatiky

% Pozn. Reprezentace jazyku — problém reprezentace, zpusoby reprezentace.

Definice 1.6 Gramatika G je Ctvefice G = (N, %, P, S), kde
1. N je kone¢na mnozina nonterminalnich symbolu.
2. X je abeceda (ij. koneCna mnozina terminalnich symbold), kde N N X = 0.
3. P je koneCna podmnozina kartézského soucinu

(NUX)'N(NUX)" x (NUX)"
nazyvana mnozina prepisovacich pravidel
4. S € N je vychozi (startovaci) symbol gramatiky G.
% Prvek (a, B8) € P je prepisovaci pravidlo a zapisuje se ve tvaru
a— [,

kde « je leva strana, 3 je prava strana pravidla o« — 8.
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% Priklady:
Gi1 = ({A,S},{0,1}, P, S)
Py S — 0A1

0A — 00A41
A — ¢

Go = (N2, %, P2, 1)

No ={I,P,C}

Yo =Aa,b,...,2,0,1,...,9}

P: I — P
I — IP
I — IC
P — a cC — 0
P — b cC - 1
P - =z cC — 9
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% Konvence 1: Obsahuje-li mnozina P prepisovaci pravidla tvaru
oz—>[§’1,oz—>62,...,oz—>5n
pak pro zkraceni budeme pouzivat zapisu

a—B1|B2] -] PBn

% Konvence 2: Pro zapis symbolu a retézcu budeme uzivat této umluvy:
1. a,b,c,dreprezentuji terminalni symboly.
2. A, B,C,D,S reprezentuji nonterminalni symboly, S vychozi symbol.
3. U,V,..., Z reprezentuji terminalni nebo nonterminalni symboly.
4. «,f,...,w reprezentuji retézce z mnoziny (N U X)*.
5. u,v,w,...,zreprezentuji retezce z 3.
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Definice 1.7 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a necht' A, i jsou fetézce z (N U X)*.
Mezi A a u plati binarni relace = zvana prima derivace, muzeme-li Fetézce A a u vyjadrit

ve tvaru
A= yad

p=ypo
v,0 € (NUX)" aa— [ je néjaké prepisovaci pravidlo z P. Pak piSeme

)\?,u nebo
A= L.

Definice 1.8 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika a = relace pfimé derivace na
(N UX)*. Relace = oznaduje tranzitivni uzavér relace = a nazyva se relaci derivace.
Plati-li A = 1, pak existuje posloupnost

A=UVg=>VI=>...=> VU= n>1,

ktera se nazyva derivaci delky n.
< Relace = oznaduje reflexivni a tranzitivni uzavér relace =

A= = A= 1 nebo \ = u
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Priklad 1.3 Derivace v gramatice G, resp. G2, ze strany 11:

% V gramatice G
Pravidlo 04 — 00A1 implikuje 0" A1™ = 0™t A1™ 1!,
tedy 0A1 = 0™A1™ pro libovolné n > 0.

% V gramatice G:
I =IP=IPP= ICPP = PCPP = aCPP = alPP = alxP = alxy,

tj. 1 =X alxy.
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Definice 1.9 Necht G = (N, X, P, S) je gramatika. Retézec o € (N U X)* nazyvame
vétnou formou, plati-li S = «. V&tna forma, ktera obsahuje pouze terminalni symboly se
nazyva véta.

Jazyk L(G) generovany gramatikou G je mnozina:

LG)={wex | S w)

Priklad 1.4
L(G1) ={0"1" | n > 0}
protoze
S = 0A1
S = 0™A1™ (viz pfedchozi pfiklad)
S =0"1" (pravidlo A — ¢)
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Chomského hierarchie

Je definovana na zakladé tvaru prepisovacich pravidel:

Typ 0 — obecné (neomezené) gramatiky:
a—=F a€e(NUX)'NINUX)", e (NUX)"

Typ 1 — kontextové gramatiky:

aAB —ay8 AEN, a,BE(NUX)*, v (NUX)T
nebo S — ¢, paklize se S neobjevuje na pravé strané Zadného pravidla

(Alternativni definice definujici stejnou tfidu jazyka: o« — 8, |a| < |B| nebo S — ¢ omezené jako vyse.)

Typ 2 — bezkontextové gramatiky:
A—=a AeN,ae(NUX)"

Typ 3 — regularni gramatiky:

A— xB nebo
A—zx|e A, BeN, z €

(Alternativni tvary gramatik, které maji stejnou vyjadrovaci silu, jsou uvedeny v opore.) Requlri jazyky 1 — p.26/69



Definice 1.10 Jazyk generovany gram. typu i € {0, 1,2, 3}, se nazyva jazykem typu .

Existuje synonymni oznaceni jazyku:
Jazyk typu 0 — rekurzivné vycislitelny jazyk.
Jazyk typu 1 — kontextovy jazyk.
Jazyk typu 2 — bezkontextovy jazyk.

Jazyk typu 3 — regularni jazyk.
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Véta 1.2 Necht £; znaCi tfidu vSech jazykl typu ¢ nad abecedou .

Pak plati:
L3 C Ly C Ly C Ly

Dukaz.
Dukaz plyne z definice tfid Chomského hierarchie jazyku.

Veta 1.3 Plati:
L3 C Ly C L1 C Ly

Dukaz jednotlivych inkluzi v prabéehu semestru.
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Regularni jazyky a
Konecné automaty



Automaty

a,

n-1

>

vstupn&i
hlava

Konecné
stavovée
fizeni

Pomocna

pamét

+ Klasifikace:
podle mechanismu a funkce Cteci hlavy,
pomocné pameéti,

vstupni
paska
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Konecny automat

Definice 1.11 Konecnym nedeterministicky automatem (NKA) rozumime automat M
specifikovany 5-tici
M= (Q,X%,0,q0, F), kde:

() je konecna mnozina stavd,
3} je konecna vstupni abeceda,

;
2
3. ¢ je funkce pfechodll (pfechodova funkce) tvaru 6 : Q x ¥ — 29,
4. qo € Q je pocatecni stav,

)

F C @ je mnozina koncovych stavu.

Je-livge QVa € X:1i(q,a)| <1, pak M nazyvame deterministickym kone¢nym
automatem (zkracené DKA).
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Deterministicky konecnym automat je také Casto specifikovan 5-tici
M=(Q,%,6,q,F), kde:

0 je parcialni funkce tvaru 6 : Q x X — Q,
a vyznam ostatnich slozek zlustava zachovan.

Je-li pfechodova funkce ¢ totalni, pak M nazyvame Uplné definovanym deterministickym
kone¢nym automatem.

Dale budeme obvykle pracovat s touto specifikaci DKA.

Lemma 1.1 Ke kazdému DKA M existuje ,ekvivalentni“ UpIné definovany DKA M.

Dukaz. (idea) Mnozinu stav( automatu M’ rozSitime o novy, nekoncovy stav (anglicky
oznacovany jako SINK stav) a s vyuzitim tohoto stavu doplnime prvky prechodové funkce
6" automatu M’ tak, aby byla totalni. O
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Priklad 1.5 Zapis NKA.

% Alternativni zpusoby reprezentace funkce é:

(90,0) = {qo, 1 }
6(q1,0) ={q1,qr}
(92,0) = {g=}

(

1. matici (prechodu)

0 1
@ | {g,q1} | {90,492}
a1 | {q,9r} | {ar}
q2 {q2} {q2,9Fr}
qr 0 0

>,
=)
(@)
—_
N—"
|
~—
Q
S
)
\V]
—

2. diagramem prechodu
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Definice 1.12 Necht M = (Q, X, 6, qo, F') je konecny automat (tj. NKA).

% Konfigurace C' kone¢ného automatu M je usporadana dvoijice
C=(qw), (w)e€QxX"
kde ¢ je aktualni stav, w je dosud nezpracovana cast vstupniho retézce.

% Pocatecni konfigurace je konfigurace (qo, a1az ... an).
< Koncova konfigurace je konfigurace (qr,c), qr € F.

% Prechodem automatu M rozumime binarni relaci AI—4 v mnoziné konfiguraci C

FC(Q@xZ) x (QxX)
ktera je definovana takto:

(q,w)ﬂl;(q’,w') LLow = aw' A q €0(q,a) proq,q € Q,a € X, w,w’ € X"

E 4+ =
Relace ]I—w, AI—4, ]\I—4 maji obvykly vyznam, tj. k—ta mocnina relace F, tranzitivni a tranzitivni

a reflexivni uzavér relace I-.
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< Retézec w prijimany NKA M je definovan takto: (go, w) E(q,€), q€F.

% Jazyk L(M) pfijimany NKA M je definovan takto:

L(M) = 1w | (g0, w) I (¢,€) Ag € F}.

Priklad 1.6 Uvazujme NKA M; z prikladu 1.5. Plati:
(90,1010) I (go, 010) &= (g1, 10) = (g1,0) = (gr, )

a tedy: (g0, 1010) - (g, &)

Neplati napfiklad (qo, ¢) . (qf,€)

Vyjadreni jazyka L(M;):
L(My) ={w |w € {0,1}* A w konCi symbolem, ktery je iz v fetézci w obsazen}
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Konstrukce konecnych automatu

% Interpretace stavu: Stav reprezentuje informaci o prubéhu vypoctu

Priklad: L = {w € {a,b}" | #a(w) mod 2 # #p(w) mod 2}

Stav kéduje dvoji (p, q) kde p = #4,(u) mod 2 a g = #»(u) mod 2 a u je zatim precteny
vstup.
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Konstrukce konecnych automatu

% Interpretace stavu: Stav reprezentuje informaci o prubéhu vypoctu

L ={{w € {a,b,c}" | #a(w) mod 2 # #p(w) mod 2 A #.(w) > 0}
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Konstrukce konecnych automatu

% Interpretace stavu: Stav reprezentuje informaci o prubéhu vypoctu

L ={{w € {a,b,c}" | #a(w) mod 2 # #p(w) mod 2 A #.(w) > 0}

Stav kdduje trojici (p, q, ) kde p = #4(u) mod 2 a ¢ = #,(u) mod 2 ar = N pokud
#c.(u)=0ar =Y pokud #.(u) >0
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Konstrukce konecnych automatu

% Vyuziti nedeterminismu: Stroj "uhadne" jisty aspekt vypoctu vedouci k prijeti slova z
jazyka.

L ={w € {a,b,c}” | wobsahuje podslovo abac}
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Konstrukce konecnych automatu

% Vyuziti nedeterminismu: Stroj "uhadne" jisty aspekt vypoctu vedouci k prijeti slova z
jazyka.

L ={w € {a,b,c}” | wobsahuje podslovo abac}

% NKA "uhadne" kde zacina hledané podslovo a pouze ovéri jeho tvar.

a,b,c a,b,c

NG EFCENCENCWSC
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Ekvivalence NKA a DKA

Véta 1.4 Kazdy NKA M lze prevést na DKA M’ tak, Ze
L(M) = L(M").

Dukaz.

1. Nalezneme algoritmus pfevodu M — M’ (nize).

2. Ukazeme, ze L(M) = L(M') tj. ukdzeme, Ze plati:

(@) L(M) C L(M') asoutasne,
(b) L(M’) C L(M).
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Prevod NKA na ekvivalentni DKA

Algoritmus 1.1

% Vstup: NKA M = (Q, %, 6, qo, F)
< Vystup: DKA M’ = (Q', %, 0", ¢4, F'), L(M) = L(M")

% Metoda:
1. Poloz Q' = 29.
2. Poloz g) = {qo}.
3. Poloz F' ={S|Sc2°ASNF #0}.
4. Pro v8echna S € 29 a pro véechna a € ¥ polozZ:
° 8'(S,a) = U d(q,a).

qge S
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Dikaz. L(M) = L(M’)

Na deterministické automaty Ize pohlizet jako na specialni pfipad nedeterministickych

automatl (tj. 6 : Q@ x ¥ — 29), kdy pro kazdy ¢ € Q a a € ¥ je mnozina §(q, a) nanejvys

jednoprvkova.

Zaved'me tedy rozsitenou prechodovou funkci 6 : Q x ©* — 29, kde
6(q,€) = {q}
S(Q? wa’) — Upeg(q,w) 5(p7 a’)

Nyni ukazeme, ze pro kazdé w € = plati 6(go, w) = 8’ ({go}, w). Indukei k délce w
dostavame.

Pro |w| = 0 plati 6(go,€) = {qo} = &' ({qo},¢).

Indukéni krok: Necht w = va, kde v € ¥* a a € X. Pak plati

0(q0, @) = U,pcs(qe.0) 9P, @) = 6'(0(qo, v), a) (dle definice §') =
5'(8"({qo},v), a) (dle indukéniho pfedpokladu) = ¢’ ({go}, va).

Pak plati: w € L(M) < 6(go,w) N F # 0 < 6 {qt,w)NF #0 < we L(M).

0
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Priklad 1.7 UvazZujme NKA M, = ({S, A, B,C}, {a,b,c}, 6, S, {A})
0: 6(S,a)={A} 6(S,¢c)={B} §(B,b)={B,C} 6(C,a) ={B} §(C,c)={A}

K nalezeni funkce ¢ pFisluSného DKA aplikujeme zkraceny postup, vyuzivajici
skutednosti, Ze fada stavll z 2 muze byt nedostupnych:

1. PocateCni stav: {S}
2. ¢'({S},a) = {A} — koncovy stav

§'({S},¢) = {B}
. §'({B},b) = {B,C}
4. §'({B,C},a) = §(B,a)US(C,a) = {B)
o'({B,C},b) ={B,C}§'({B,C},c) = {A}

. | %}—» a Qb

C ° b C
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vV /v 7

Rozsirene konecne automaty

% Dovoluji jednodussi navrh a konstrukci automatu.

Definice 1.13 RozsSireny konecny automat (RKA) je pétice M = (Q, 3, 9, qo, F'), kde
() je konecna mnozina stavd,
3} je konecna vstupni abeceda,
§ je zobrazeni Q x (X U {e}) — 29,
go € @ je pocatecni stav,
F C @ je mnozina koncovych stavu.

Piiklad 1.8 M = ({0,1,2,3,4}, {a,b}, 4,0, {2,4})
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c-uzaver

% Kli¢ovou funkci v algoritmu prevodu RKA na DKA ma vypocet funkce, kterd k danému
stavu urCi mnozinu v8ech stavu, jez jsou dostupné po ¢ hranach diagramu prechodu
funkce 6. OznaCme tuto funkci jako e-uzaver:

e-uzaver(q) = {p| 3w € " : (¢,w) - (p,w)}

% Funkci e-uzavér zobecnime tak, aby argumentem mohla byt mnozina T' C Q:

e-uzavér(T) = | J e-uzavér(s)
seTl’

Priklad 1.9

e-uzaver({q,r,s}) = {p,q,r,s,t}
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Viypocet e-uzaveru

< Zavedeme relaci — na mnoziné Q takto:

€ de
V1,92 € Q : g1 — g2 JN q2 € 0(q1,¢)

Pak c-uzavér(p) = {g € Q | p = ¢} je reflexivni a tranzitivni uzavér relace - .

% K vypoctu tranzitivniho uzaver pouzijeme Warshalllv algoritmus.

PFiklad 1.10 L(M) = (a + b)*abb

e-uzaver(3) = {3,6,7,1,2,4}
e-uzaver({1,0}) =40,1,2,4,7}
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Prevod RKA na ekvivalentni DKA

Algoritmus 1.2 Prevod RKA na DKA

Vstup: RKA M = (Q, %, 0, qo, F).

Vystup: DKA M’ = (Q',%,8,qb, F'), L(M) = L(M").
Metoda:

1. Q :=2¢.
2. q( = e-uzaver(qo).
3. ¥ : Q" x X — Q' je vypocttena takto:
* Necht VI e Q',a € ¥:6(T,a) = U, cr9(q,a).
* Pakprokazdé T € Q',a € X: 6 (T,a) = e-uzavér(6(T, a)),
4. F':={S|SeQ ANSNF #0}.
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Priklad 1.11 Aplikujeme algoritmus na automat z prikladu 1.10:

1.

10.
11.
12.

Automat z prikladu 1.10:

© N & O bk~ WD

PocatecCni stav, oznaCime ho A, je A = e-uzaver(0) = {0,1,2,4,7}.

§'(A,a) = e-uzavér({3,8}) = {1,2,3,4,6,7,8} = B.

6’ (A,b) = e-uzaver({5}) = {1,2,4,5,6,7} = C
6'(B,a) = e-uzaveér({3,8}) =

6'(B,b) = e-uzaveér({5,9} = {1 2,4,5,6,7,9} = D.
6'(C,a) = e-uzaveér({3, 8})

§'(C,b) = e-uzaveér({5}) =

6'(D,a) = e-uzaver({3, 8}) =

§'(D,b) = e-uzavér({5,10} = {1, 2,4,5,6,7,10} = E.
6 (E,a) = e-uzavér({3,8}) =

&' (E,b) = e-uzavér({5}) =
Mnozina koncovych stavu F' = {E'}.
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Prevod gramatiky typu 3 na NKA

Véta 1.5 Necht £,/ je mnozina (tfida) vSech jazykl pfijimanych kone¢nymi automaty a
necht’ L je libovolny jazyk typu 3 (L € L3). Pak existuje kone¢ny automat M takovy, Ze:

L=L(M),1. L3 C L.

Dukaz.
1. Ke gramatice G = (N, X, P, S) sestrojime NKA M = (Q, X, 6, qo, F') takto:
@ Q@=NuU{gr}
(b) X=X
(c) §:0(A,a)obsahuje B, pravé kdyz A — aB jev P
(d) 6:0(A,a)obsahuje qr, prave kdyz A — ajev P
€) go=25
)

F={A|A—¢ejev P}tU{qr}
Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.

2. Matematickou indukci ukazeme, ze L(G) = L(M). Indukcni hypotézu formulujeme
obecnéji ve tvaru:

VAEN:A%Qw = (A,w)ﬂl%((],s) proC e F,w € 3"
Pro : = 0 dostavame

0
A=¢e <= (Ae)F(Ae)proAecF

a tvrzeni tedy plati.
Pro : = 1 dostavame

1
A=a <= (A,a)F (gr,e)aqr € F
a tvrzeni tedy plati.

Nyni predpokladejme, Zze dokazovana hypotéza plati pro ¢« > 0 a polozZme w = ax,
kdeaecXalz|=17—1.

Dukaz pokracuje dale.
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Pokracovani dukazu.
3. pokracovani.

Dale predpokladejme A = aB =~ az,
1—1

z indukéni hypotézy plyne B L = (B,z) - (C,e),C e F
a z definice funkce : A= aB <= B € j(4,a)
Dohromady tedy
A= aBSar—w <= (Aaz)- (B.2) - (Ce),CEF
tedy AS e (A W)L (Ce).CEF
tj. tvrzeni plati i pro ¢ 4 1.

Pro pfipad A = S je dokdzana hypotéza tvrzenim véty, .

V' €T S D w = (S,w) F (C,e),C € F, 4. L(G) = L(M)
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Priklad 1.12
Uvazme gramatiku G = ({S, A, B,U,V, XY, Z}, {a,b,c}, P, S) s pravidly P:

S—aX |aB A—cAlbZ | ¢
X — by B — cA|bZ
Y =5 cA U—cV

Z — bU V —¢

Takové gramatice odpovida konecny automat:
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Prevod NKA na gramatiku typu 3

Véta 1.6 Necht M je NKA. Pak existuje gramatika G typu 3 takova, Ze:
L(M) = L(G), 1. Lm C Ls.

Dukaz. Necht M = (Q, %, 9, qo, F'). Pfredpokladejme, ze M je NKA. Necht
G = (Q, %, P,qo) je gramatika, jejiz pravidla jsou definovana takto:

1. pokud §(q, a) obsahuje r, pak P obsahuje pravidlo ¢ — ar
2. je-lip € F, pak P obsahuje pravidlo p — ¢
3. jina pravidla mnozina P neobsahuje.

G je zfejme typu 3 a indukci Ize dokazat, ze plati L(G) = L(M).
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Pfiklad 1.13 UvaZujme KA M; = ({4, B,C, D}, {a,b,c}, 6, A, {C,D}), kde
0: O0(A,a)=B 6(C,c) =
§(B,b) = 5(D,a) = A
d(B,c) = 6(D,b) =D
(B,a) =

Gramatika G typu 3, ktera generuje jazyk L(Ms), ma tvar:

= ({A,B,C, D}, {a,b,c}, P, A)
P: A—aB C —cD|e
B—bA|cB|aC D —aA|bD]|c¢
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Regularni mnoziny a vyrazy



Regularni mnoziny

Definice 1.14 Necht X je koneCna abeceda. Regularni mnozinu nad X definujeme
rekurzivné takto:

1. 0 (tj. prazdna mnozina) je regularni mnozina nad ¥,
2. {e} je regularni mnozina nad %,
3. {a} je regularni mnozina nad X pro vSechny a € ¥,
4. jsou-li P a @ regularni mnoziny nad X, pak také

(@) PUQ,

(b) P.Q,
(c) P~
jsou regularni mnoziny nad X..

5. Zadné jiné mnoziny, nez ty, které Ize ziskat pomoci vyse uvedenych pravidel,
nejsou regularnimi mnozinami.

Priklad 1.14 L = ({a} U {d}).({b}").{c} je regularni mnoZina nad ¥ = {a, b, ¢, d}.
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Regularni vyrazy

Definice 1.15 Regularni vyrazy nad X a regularni mnoziny, které oznacuiji, jsou
rekurzivné definovany takto:

1.

2
3.
4

0 je regularni vyraz oznacujici regularni mnozinu 0,

e je regularni vyraz oznacujici regularni mnozinu {c},

a je regularni vyraz oznacujici regularni mnozinu {a} pro vSéechny a € 3,
jsou-li p, g regularni vyrazy oznacuijici regularni mnoziny P a @, pak

(@) (p+ q) je regularni vyraz oznacujici regularni mnozinu P U Q,

(b) (pq) je regularni vyraz oznacujici regularni mnozinu P.Q,

(c) (p*) je regularni vyraz oznacujici regularni mnozinu P*.

Zadné jiné regularni vyrazy nad X neexistuii.
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% Konvence:
1. Regularni vyraz p™ znaci regularni vyraz pp*.

2. Abychom minimalizovali poCet pouzivanych zavorek, stanovujeme priority
operatoru:
1. %, 4+ (iterace — nejvyssi priorita),
2. . (konkatenace),
3. + (alternativa).

Priklad 1.15

1. 01 odpovida {01}.

2. 0" odpovida {0}".

3. (0+ 1)* odpovida {0, 1}".

4. (04 1)"011 znaci mnozinu fetézcu nad {0, 1} koncicich 011.
5

(a+b)(a+b+041)"(0+ 1) znaci mnozinu fetézcu nad {a, b, 0, 1}, které zaCinaji
symbolem a nebo b a kon¢i symbolem 0 nebo 1.
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"Kleeneho algebra”™

Definice 1.16 Kleeneho algebra sestava z neprazdné mnoziny se dvema vyznacnymi
konstantami 0 a 1, dvema binarnimi operacemi + a . a unarni operaci *, ktere splnuji

nasledujici axiomy:

a+ (b+c)=(a+0b)+c asociativita + [A.1]

a+b=b+a komutativita + [A.2]

at+a=a idempotence + [A.3]

a+0=a 0 je identitou pro + [A.4]

a(bc) = (ab)c asociativita . [A.5]

al =la=a 1 je identitou pro . [A.6]

a0 =0a =0 0 je anihilatorem pro . [A.7]

a(b+ c) = ab+ ac distributivita zleva [A.8]

(a 4+ b)c = ac+ be distributivita zprava [A.9]
1+aa™ =a” [A.10]
l1+a"a=a" [A.11]
b+ac<c=a"b<c [A.12]
b+ca<c=ba" <c [A.13]

V A.12 a A13 reprezentuje < usporadani definované takto: a < b L atb=0.
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< Priklady Kleeneho algeber:

Tfida 2% v&ech podmnozin ©* s konstantami @ a {¢} a operacemi U, . a .
T¥ida vSech regularnich podmnozin ¥* s konstantami () a {¢} a operacemi U, . a .

Trida v8ech binarnich relaci nad mnozinou X s konstantami v podobé prazdné
relace a identity a U, kompozici (souCinem) binarnich relaci a reflexivnim
tranzitivnim uzaverem binarni relace jako operacemi.

Matice nad Kleeneho algebrami.

% Vlastnosti Kleeneho algeber umoznuji snadno resit systémy linearnich rovnic nad
témito algebrami.

% Kleeneho algebra nad regularnimi vyrazy je kliCova pro Upravy a zjednodusovani RV.
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Rovnice nad regularnimi vyrazy

Definice 1.17 Rovnice, jejimiz slozkami jsou koeficienty a nezname, které reprezentu;ji
(dané a hledané) regularni vyrazy, nazyvame rovnicemi nad regularnimi vyrazy.

Priklad 1.16 UvaZujme rovnici nad regularnimi vyrazy nad abecedou {a, b}
X =aX+b

Jejim feSenim je regularni vyraz X = a™b.

Dukaz.
LS =a™b
PS =a(a*b) +b=a"b+b=(a" +¢e)b=a"b.

% Ne vzdy existuje jediné feSeni rovnice nad reg. vyrazy.
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Veéta 1.7 Nejmensim pevnym bodem (,nejmensim feSenim®) rovnice X = pX + q je:
X =pyq
Dukaz.
PS = pq

LS =pp*q+q=(pp" +€)g=p"q
Minimalita plyne pfimo z A.12.
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Soustavy rovnic nad regularnimi vyrazy

Definice 1.18 Soustava rovnic nad reg. vyrazy je ve standardnim tvaru vzhledem k
neznamym A = {X;, Xo, ..., X, }, ma-li soustava tvar

/\ Xi=oa0+ a1 X1+ a2 Xo+ ...+ ainXn

kde «a;; jsou reg. vyrazy nad néjakou abecedou X, X N A = (.

Véta 1.8 Je-li soustava rovnic nad reg. vyrazy ve std. tvaru, pak existuje jeji minimalni
pevny bod a algoritmus jeho nalezeni.

Dukaz. Vyjadrujeme hodnotu jednotlivych proménnych pomoci feSeni rovnice

X = pX + g jako regularni vyraz s promennymi, jejichz pocet se postupné snizuje: Z
rovnice pro X, vyjadfime napf. X,, jako regularni vyraz nad ¥ a X, ..., X,,—1. Dosadime
za X,, do rovnice pro X, _1 a postup opakujeme. Jsou pfitom mozné (ale ne nutné) rizné
optimalizace tohoto poradi. O
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Piiklad 1.17 Re3me soustavu rovnic nad reg. vyrazy:

(1) X1 = (01" 4+1)X; + Xo
(2) Xo = 11 +1X7 + 00X3
(3) X3 = e+ X1+ Xo

Vyraz pro X3 dosadime z (3) do (2). Dostaneme soustavu:
4) X1 = 0I"4+1)X:1+ X>
(5) Xo = 114+1X714+00(e+ X1+ X2)=00+11+ (1+00)X; + 00X>
Ze (4) vyjadrime X s vyuzitim feSeni rovnice X = pX + ¢:
6) X1 = (01" 4+1)*X2 = (04 1)* X,
Dosazenim do (5):
(7) Xo = 00+ 114 (14+00)(0+1)*X24+00X2 =00+ 11+ (1 +00)(0+1)" X5
Vypoctenim X5 jako reSeni rovnice X = pX + g dostaneme:
8) X2 = ((1+00)(0+1)")"(00+ 11)
Dosazenim do (6) dostaneme:
9 Xi= O+1D)*((1400)(0+1)")*(00+11) = (04 1)*(00 + 11)
Dosazenim do (3) dostaneme:
(10) X3 = e+ (0+1)*(00+ 11) + ((1 +00)(0 4+ 1)*)*(00 4 11) =
e+ ((0+1)"+((14+00)(0+1)*)*)(00 4+ 11) =
e+ (0+1)"(00+ 11) Regularn jazyky 1 — p.65/69



Reqgularni mnoziny a jazyky typu 3

Véta 1.9 Jazyk L je regularni mnozinou pravée tehdy, je-li L jazykem typu 3. Oznacime-li
L r tfidu vSech regularnich mnozin, pak:

Lr=L3

Dukaz. 1. Lr C L3, 1j. kazdou regularni mnozinu Ize generovat gramatikou typu 3.

regularni mnoZzina gramatika typu 3
(1) 0 Gy = ({5},%,0,9)
(2)  {e} Ge = ({5} 5,{5 = ¢} 59)

(3) {a}prokazdéae> G,=({S},%,{S —a},9)

Nyni ukazeme, Ze sjednoceni, konkatenaci a iteraci reg. mnoZzin lze generovat rovnéz
gramatikou typu 3. Necht tedy

L1 = L(G1), kde Gy = (N1,%1, P1, S1),
Lo = L(Gg), kde GQ = (NQ, EQ,PQ, SQ)

a G'1, G2 jsou gramatiky typu 3, N1 N N2 = ) (nonterminaly je vzdy mozno takto odlisit).
Dukaz pokracuje dale.

Regularni jazyky 1 — p.66/69



Pokracovani dukazu.

G4 — (N4721U227P47S4)5kde
(4) LU Ls Ny :N1UN2U{S4},S4 QNlUNQ,
P4:{S4—>CY|51—>O€€P1\/52—>04€P2}UP1UP2

Gs = (N1 U N2, X1 U X9, Ps,S1) a Ps je nejmensi mnozina splnujici:
je-li (A — xB) € P1,pak (A — zB) € Ps,
je-li (A — x) € P1,pak (A — x52) € Ps,

je-li (A — ¢) € P1, pak (A — a) € Ps pro vSechna pravidla
(SQ — CY) € Ps,

V(A—a) € Py: (A— a) € Ps.

Ge = (N1 U{Ss},21, Ps,S6), S¢ & N1 a Ps je nejmensi mnozina splnujici:
je-li (A — xB) € P, pak (A — zB) € Pk,
je-li (A — x) € P1,pak (A — xS6) € Ps,

je-li (A — ¢) € P1, pak (A — a) € Ps pro vSechna pravidla
(Sl — Oé) c P,

je-Ii (51 — :BB) e P, pak (SG — ZIJB) c Bs
je-Ii (51 — CE) e P, pak (SG — CBS()‘) c Py
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Pokracovani dukazu. l. L3 C Lg, 1j. kazdy jazyk generovany gramatikou typu 3 je
regularni mnozinou.
Necht L € Ls je libovolny jazyk typu 3. JiZ vime, Zze ho muzeme popsat KA
M = (Q,%,6,qo, F). Necht Q = {qo0,q1,---,qn }

Vytvofime soustavu rovnic na reg. vyrazy s proménnymi Xo, X1, ..., X, ve
standardnim tvaru. Rovnice pro X; popisuje mnoZzinu retézcu prijimanych ze stavu

Qi
Resenim této soustavy ziskdme reg. vyraz pro proménnou X, ktery reprezentuje
jazyk L.
O
Priklad 1.18

X1 = € + aX1 + aXo + bXs3
Xo = b X1 + aX3
X3 = €+ aXo + alXs

Jazyk L popisuje reg. vyraz, ktery je reSenim této soustavy pro proménnou X;.
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Vztahy reqularnich gramatik, KA a RV

% Muzeme tedy shrnout, ze
¢ gramatiky typu 3
® (rozSirené/nedeterministické/deterministické) konecné automaty a
® regularni vyrazy

maji ekvivalentni vyjadrovaci silu.

gramatiky typu 3

N

koneCné automaty regularnl vyrazy

% *Alternativni algoritmy pro prevod viz opora*

Regularni jazyky 1 — p.69/69
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