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Analyza Petriho siti

il



1. Zakladni pojmy

[] Zakladni problémy analyzy
bezpecCnost (safeness)
omezenost (boundness)
konzervativnost (conservation)

zivost (liveness)

] Definice 1 : Misto p € P Petrino sitée N = (P, T, F,W, K, M) s poCateCnim znacCeni
M, je bezpecCné (safe), jestlize pro vSechna znaceni M € [My) je M (p) < 1. Petriho sit
je bezpecna, je-li kazdé jeji misto bezpecné.
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] Priklad 1 :

t1 pl p2 t3

t2
% / ’ v ’
sit, kterd neni bezpecnd

p3

tl pl p2 t3

t2

pl p2

odpovidajici bezpeénd sit

fl

Neobsahuje-li graf Petriho sité nasobné hrany,
mlze byt transformovan na bezpecnou sit nasle-
dujicim postupem.

Postup:
1. K mistu p, které ma by bezpecné pridej
komplementarni misto p'.

2. Modifikuj incidujici prechody podle
algoritmu komplementace site.
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(] Definice 2 : Misto p € P Petriho sité N = (P, T, F,W, K, My) se nazyva k-bezpecne,
jestlize pro vSechna znaceni M € [My) je M(p) < k. Je-li misto p’ k-bezpe€né pro

nejaké k, nazyva se omezené (bounded). Petriho sit, jejiz vSechna mista jsou omezena
se nazyva omezena Petriho sit'.

Omezenost site = konecny stavovy prostor site = ekvivalenci site

s koneCnymi automaty
[] Definice 3 : Petrino sit N = (P, T, F, W, K, My) je strikiné konzervativni, jestlize plati:

VM € [Mo): > M(p) =Y Mo(p)

peP pEP

Konzervativnost vzhledem k vdhovému vektoru w = (w1, ..., wn),w; > 0

VM € [Mo): Y wi.M(pi) = Z’wz‘-MO(Pi)

=1

fl
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] Definice 4 : Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petrihositat e T.

1. t se nazyva zivy prechod, jestlize pro kazdé znacCeni M € [M,) existuje znaCeni
M' € [M) takové, Ze t je proveditelny pfFi znaceni M.

2. Sit N se nazyva zivou, je-li kazdy jeji prechod zivy.

Aplikace: zivost x deadlock
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] Priklad 2 :

proces a

fl

procesb

Proveditelné posloupnosti prechod:

t1t2t3tatsts . . .
tatstetitatls . ..

UvaZzujme vSak posloupnost prechodd,

kterd zacCina t1t4 ...
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] Definice 5 : ZnaCeni M Petriho site N = (P, T, F, W, K, My) je zive, jestlize pro
vSechna t € T existuje M’ € [M) takové, Ze prechod ¢ je proveditelny pfi znaceni M'.

[] Véta 1: Petriho sit je ziva, prave kdyz vSechna znaceni z [M)y) jsou Ziva.

[] Definice 6 : (Problém dosazitelnosti - Reachability problem)
Je dana Petriho sit NV s poCateCnim znaCenim M, a znaCeni M. Je M € [My) ?

[] Definice 7 : (Probléem pokryti - Coverability problem)
Je dana Petriho sit N s pocateCnim znaCenim M, a znaceni M. Existuje M’ € [My)

takové, ze M’ > M ?

[] DalSi probléemy analyzy
posloupnosti pfechodl (firing sequences)
ekvivalence siti
Inkluse siti

f" PES — Analyza Petriho siti — p. 8/29



2. Techniky analyzy Petriho siti

[] Strom dosazitelnych zna ceni (The Reachability Tree)
Strom dosazitelnych znaceni je koneCnhou reprezentaci mnoziny dosazitelnych znaceni

[Mo). Strom dosazitelnych znaceni je kofenovy orientovany strom, jehoz kofenem je
pocatecni znaceni M, a vrcholy tvofi vektory z (NU {w})™, n = | P|. Kde w znaCi
supremum mnoziny N s vlastnostmi:

1. VmneN:n<w

2. VmeNU{w} mt+w=w+m=w—m=uw
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[ Algoritmus konstrukce stromu dosazitelnych zna ceni:
Necht x je vrchol (uzel) stromu. M, : P — N U {w} bude ohodnoceni vrcholu z;
Mkofen = Mo

RozliSime 4 typy vrcholl: ¢elni, koncovy, duplikovany, vnitini

Necht x je prave zpracovavany celni vrchol.
1. Jestlize dy,y # x, y neni Celni a M, = M,, pak = se stava duplikovanym vrcholem

2. Jestlize §(M,t) neni definovano pro zadné ¢t € T', pak x se stava koncovym
vrcholem

3. Je-lijisty prechod t € T' M, -proveditelny, vytvofime novy vrchol z s ohodnocenim
M.
Vp € P:

(@) Je-li M;(p) =w, pak M, (p) =w
(b) Existuje-li na cesté z korene do vrcholu x vrchol y takovy, ze M, < §(M,,t) a
jestlize M, (p) < 6(My,t)(p), pak M, (p) = w

(c) Jinak M- (p) = 6(M=,?)(p)
Hrana < x, z > je oznaCena prechodem t a vrchol z se stava Celnim vrcholem.
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[] Priklad 3 : Konstrukce stromu dosazitelnych znaceni

p2
1. krok
(1,0,0)
t1l t3
ti/ \‘2
1,1,0 0,1,1
° ’I ( ) ( )
pl t2 p3
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[] Priklad 3 : (pokraCovani)
p2 2. krok

tl/ t2
t1 t3
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[] Priklad 3 : (pokraCovani)

02 3. krok
(1,0,0)
ti/ t2
t1 t3 (1,1,0) (0,1,1)
t1 t2 t3
¢ ’I (1,2,0)  (0,2,1)  (0,0,1)

pl t2 p3
t}/ \[AZ t3

(1,3,0) (0,3,1) (0,1,1)
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[] Priklad 3 : (pokraCovani)

02 Vysledny strom

(1,0,0)

tf/ \t‘z
t1l t3

(1, w,0) (0,1,1)

o) Y Ng \¢

(1, w,0) (0, w,1) (0,0,1)

t3
(0, w,1)
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[] Vyuziti stromu dosazitelnych zna

bezpecnost
omezenost
konzervativnost
pokryti

ZIvost
dosazitelnost

Poznamka :

Alternativni reprezentace stavového prostoru Petriho siti: Graf pokryti.

fl

ceni pro analyzu Petriho siti
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3. Invarianty

Nyni se budeme zabyvat metodami analyzy, které jsou zalozeny na linearni algebraicke
reprezentaci Petriho sité. Budou nas zajimat mnoziny mist, které nemeni svoje znacCky v
pribéhu provadéni prechodl. Mnoziny takovych mist se nazyvaji P-invarianty.
T-invarianty udavaji kolikrat je tfeba, poCinaje urCitym znaCenim, provést kazdy prechod
site, abychom ziskali nazpét toto znaceni (reprodukovali dané znaceni site).

1 Pfiklad aplikace P-invariantli Petriho sit é&:

UvaZujme model kooperace procesl nazyvany terminem Readers-Writers:

n procest (napfiklad v operacnim systému) ma pristup ke spoleéné vyrovnavaci paméti
(bufferu), aby do ni urCita data zapsal nebo z ni data precetl.

Predpokladejme, Ze se tyto procesy maji chovat podle nasledujicich pravidel:

1. Jestlize zadny z procesUll nezapisuje do vyrovnavaci paméti, pak nejvyse k
procesl, k£ < n, mize simultanné ¢ist z vyrovnavaci pameéti.

2. Pristup libovolného procesu, ktery chce zapisovat do vyrovnavaci pameti Ize povolit
pouze tehdy, jestlize Zadny z procesu ani necte, ani nezapisuje.
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[ Priklad 4 : Readers-Writers

to t1 tQ t3 t4 t5 il iQ Mo
po | —1 1 -1 1|1 0] n

P1 1 —1 1 0

N= p; 1 -1 1 1

D3 1 -1 1 0

D4 1 —1|1 k&
D5 —1 1 -k k 0 1 k

fl
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[ Interpretace invariant(
i1
4 4

VM € [Mo): Y M(pi) =) Mo(p:)=n

tj. pocet procesul je konstantni (Zadné procesy se neztraceji, ani nepfibyvaji) a kazdy
proces je v jednom ze stavl po, . . ., pa

9.

VM € [Moy): M(p2) + k.M(ps) + M(ps) = Mo(p2) + k.Mo(ps) + Mo(ps) = k

p4 Obsahuje nejvysSe jednu znacku (existuje nejvyse jeden zapisujici proces)

obsahuje-li ps znaCku, pak M (p2) = M (ps) = 0 (jakmile néktery proces zapisuje,
pak zadny necte)

p2 MiUzZe obsahovat maximalné k£ znacek (maximalné k procesti mlze ¢ist
simultanné z vyrovnavaci pameti)

jestlize M (p4) = 0 (zadny z procesu nezapisuje), pak p. mize obsahovat k£ znacek
a pak je synchronizacni misto ps prazdné
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1 S vyuzitim invariantll 41 a 2 Ize dokazat nasledujici tvrzeni
Petriho sit modelu Readers-Writers s uvedenym pocatecCnim znacenim a s kapacitami

mist
K(pi) =n pro i€ {0,1,3}
K(ps) =1 a K(p2) = K(ps) = k
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4. P-invarianty

P-invarianty ziskame feSenim soustavy algebraickych rovnic tvaru N*.z = 0
(N' je transponovana matice Petriho sité V).

[] Definice 8 : Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit. Vektor misti: P — Z
nazyvame P-invariantem Petriho sité IV, jestlize plati N .i = 0. Jestlize i(p) € {0,1} pro

vSechna p € P, pak i nazyvame binarnim P-invariantem sité N.

[] Lemma 1: Necht i; a i2 jsou P-invarianty site N a necht z € Z. Pak i1 + i2 a z.i1 jsou
také P-invarianty sité V.
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[] Véta 2: Necht N je Petriho sit' s poCateCnim znacenim M. Pak pro kazdy P-invariant i
sité IV a pro kazdé dosazitelné znaCeni M € [My) plati M.i = Mo.i.

Dlkaz:
Necht My, M2 € [My) anecht t € T tak, ze M, [t)M». Pak plati My = M, +tati=0
(protoze i je invariant). Proto Ms.i = (M1 +t).i = My.i +t.i = M;.i. O

[] Veta 3: Necht NV je ziva Petriho sit a necht i: P — Z je vektor mist, pro ktery plati
VM € [My): M.i = My.i. Pak i je P-invariant.

Dlkaz:
StacCi dokazat, ze pro kazdy pfechod t € T plati t.i = 0. Necht tedyt € T'a M € [My) a

necht ¢ je M-proveditelny. Pak M[t)M', M.i = M'.i = (M +t).i = M.i + t.i.
Tudiz t.i = 0. -
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[] Definice 9 : Petriho sit N je pokryta P-invarianty, jestlize pro kazdé misto p € P
existuje kladny P-invariant i sité N takovy, Ze jeho sloZzka i(p) > O.

[] Veéta 4: Je-li Petriho sit IV pokryta P-invarianty, pak existuje P-invariant ¢ sité N, pro
ktery i(p) > 0 pro vSechna p € P.

Dlkaz:
Podle predpokladu, pro kazdé p € P existuje invariant ¢,, sité N, pro ktery i(p) > 0. Podle

Lemmy 1 je invariant
i=) i

peP

Tento invariant splnuje podminku i(p) > 0 pro vSechna p € P. ]
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[] Veéta 5: Necht IV je Petriho sit s konecnym pocCatecnim znacenim M. Je-li N pokryta
P-invarianty, pak je omezena.

Dlkaz:
Necht ¢ € P je libovolné misto sité NV a ¢ je P-invariant, pro ktery i(q) > 0 a necht

M € [My). Ponévadz (podle Véty 2)

M(q).i(q) <Y M(p).i(p) = M.i = Mo.i

dostavame
1
M(q) < Mo——
(@) = Mogrs

Poznamka :
Opacnée tvrzeni k Véete 5, tj. je-li sit omezena, pak je pokryta P-invarianty, obecné neplati.
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5. T-Invarianty

Nyni se budeme zabyvat reSenim soustavy rovnic tvaru N.z = 0. Predpokladejme, ze
vektor uv: T'— N je takovym feSenim. Jestlize je moznée, pocCinaje urCitym znacenim M,
provést kazdy prechod t presné w(t)-krat, pak opét ziskame znaceni M.

[JVeéta6: Necht N = (P, T,F,W, K, My) je Petriho sit a necht My, M, ..., My € [My) a
t1,t2,...,tx €T, priCemz
Molt1) Milte) ... [tr) My

Necht vektor u: T" — N je definovan takto:

u(lt)y=[{i:ti=t N 1<1i<k}
Pak My + N.u = M.
Poznamka:

Opak Veéty 6 obecné neplati, protoze pro provedeni vypocCetni posloupnosti odpovidajici
vektoru u je treba dostateCného pocCtu znacek a dostatecné volné kapacity mist.
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(] Véta 7: Necht N je Petrinosit N = (P, T, F,W, K, M), pro kterou K(p) = w pro
vSechna p € P. Necht M, M': P — Z jsou dvé znaceni a necht v: T — N je vektor. Pak
M + N.u = M’ tehdy a jen tehdy, jestlize existuje M": P — N a ptechody t1,...,t, € T
takové, ze (M + M")[t1)...[tx)(M"+ M") aprovSechnat € T je

ult)=[{i:ti=t N 1<1i<Ek}.

[] Definice 10 : ZnaCeni M Petriho sité N se nazyva reprodukovatelné, jestlize existuje
M' # M tak, Ze M' € [M) a zaroven M € [M").
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[l Lemma 2: Necht N = (P, T, F,W, K, My) je Petriho sit, pro kterou Vp € P: K(p) = w.
Je-li znaCeni M sité N reprodukovatelné, pak je rovnéz reprodukovatelné znaceni
M + M’ pro libovolné znaceni M’ sité N.

] Definice 11 : Necht N = (P, T, F,W, K, M) je Petriho sit. Vektor i: T'— 7Z se nazyva
T-invariant sité N, jestlize N.i = 0.

[] Lemma 3: Jestlize i1 a iz jsou T-invarianty Petriho sité N a z € Z, pak i1 + iz a z.i1
jsou také T-invarianty sité V.
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[] Veéta 8: Necht' IV je Petriho sit s neomezenymi kapacitami vSech mist. Siti N prislusi
nenulovy T'-invariant ¢ prave tehdy, ma-li reprodukovatelné znaceni.

Dlkaz:
Ni=0&0+N.i=0<« Fti,ta,...,t € T a M" takové, ze
O+ M) ... [t O+ M")avVeeT:i(t) =[{i:t: =t N 1 <i<k} (Véta7) O

[ Definice 12 : T-invariant ¢ Petriho sité N se nazyva realizovatelny, jestlize existuje
M € [My) a vypocetni posloupnost Mty1) ... [tx) M) takova, ze
VieT:i(t)=Hi:ti=t N 1 <i<k}|.
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[] Priklad 5 : Petriho sit' s nerealizovatelnym invariantem

Ne kazdy kladny T'-invariant 7 je realizovatelny. Dokonce ani nepostacuje, aby N byla
Zivd a omezena a kazdé znaceni bylo reprodukovatelné a invariant ¢ nebyl souctem jinych

kladnych T-invariantd.

pl

T-invariant ¢ definovany zobrazenim i(t1) = i(t2) = i(ts) = i(ts) =1 a i(ts) = i(ta) =0
neni realizovatelny.
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[] Definice 13 : Petriho sit N je pokryta T-invarianty, jestlize pro kazdy prechod ¢ sité N
existuje kladny T-invariant i sité N takovy, ze i(t) > 0.

[] Veta 9: Je-li Petriho sit IV pokryta T-invarianty, pak existuje invariant : sité N takovy,
ze i(t) > 0 pro vSechny prechody t € T.

[] Veta 10: Kazda ziva a omezena Petriho sit' je pokryta T'-invarianty.

Poznamka :
Veéta 10 predstavuje pouze nutnou podminku pro zivost omezené Petriho sité. Neni-li

dana Petriho sit pokryta T-invarianty, pak neni ziva nebo neni omezena.
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