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Procesy C/E systému

il



Problém reprezentace procesu:

1. Prostrednictvim pripadového grafu jako cesta v grafu (neni zcela adekvatni)

2. Vyskytova sit (Occurrence net)
jednoznacny, explicitni zaznam vyskytl udalosti a zmén podminek systému

[] Priklad 1 : Vyskytova sit
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Reprezentace procesu prfi provadeni sité z prikladu 3 (kapitola C/E Systémy) odpovidajici

posloupnosti:

{b1}e1){b2,b3}[ea){b2,b5}[e3){ba, b5 }|e5){b1}[e1){b2, b3} e2){b1}[e1){b2,b3}[e3){ba, b3}

Atributy této reprezentace:

ohodnocena sit

castecne usporadana sit

fl
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A 4

1. Castecne usporadané mnoziny

[] Definice 1.1 : Necht M je mnozina. Relace p C M x M se nazyva

castecné usporadani, jestlize Va,b,c € M

(1) —(apa)
(2) apb N bpc = apc

[p je ireflexivni]
[p je tranzitivni]

Caste€né usporadani p budeme zapisovat symbolem < (bez ohledu na nosig).
Dalea<b & a<b V a=0b

Ukazeme nyni nékteré vlastnosti relace, ktera popisuje vztah “kauzalni zavislosti a

nezavislosti”.

fl
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[] Definice 1.2 : Necht A je mnozina. Relace p C A x A se nazyva relaci podobnosti
(similarity relation), jestlize

(1) Va € A: apa [p je reflexivni]
(2) Va,be A: apb = bpa [p]e symetrickd]

Podmnozina B C A se nazyva oblasti relace podobnosti p, jestlize

(1) Va,b € B: apb [p je uplnou relaci na B]
(2)Vae A: a¢ B = dbe B: —(apb) [B je maximalni]

[] Tvrzeni 1.1: Necht p je relace podobnosti na A.
1. Kazdy prvek a € A patfi alespon do jedné oblasti relace p

2. Zadna oblast neni vlastni podmnozinou jiné oblasti

3. Je-li p zaroven ekvivalence, pak jeji oblasti jsou shodné s tfidami rozkladu
generovaného touto ekvivalenci
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[] Graficka reprezentace relace podobnosti : Neorientovanym grafem, kde A je
mnozina vrcholl a K = {(a,b)| a b A apb} je mnozina hran.

[] Priklad 2 : Relace podobnosti a jeji oblasti
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] Definice 1.3 : Necht' A je CasteCné usporadanad mnozina.

1. Necht li C A x A je binarni relace

alitb & a<b V b<a V a=0b

2. Necht co C A x A je binarni relace

acob < =(alib) V a=0b

tzn.acob & —(a<b) N =(b<a) V a=0b

[] Tvrzeni 1.2: Necht A je Castecné usporadana mnozina a necht a,b € A.

1. alib V acob

2. alib N acob & a=0b>

[] Theorem 1.1 : Pro kazdou Castecné usporadanou mnozinu jsou binarni relace li a co

relacemi podobnosti.

Dilkaz.

fl
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[] Priklad 3:
Uvazujme poset:

Odpovidajici graficka reprezentace relaci [z a co:
d
// \\ f d a
S5 NN/
/ M \ g C e b
c g e
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[] Definice 1.4 : Necht A je poseta B C A.
1. B se nazyva retezcem (line), je-li oblasti li
2. B se nazyva fezem (cut), je-li oblasti co

] Pfiklad 4 ; Caste€né usporadani z prikladu 3 ma
3 fetézce: {a,b,c}, {e, f,g} a{a,b,d, f, g}
5tezu: {e,a}, {e,b}, {e,d,c}, {f,c} a{g,c}

[] Tvrzeni 1.3: Necht A je poseta B C A.
1. B je fetezcem, prave kdyz
(@ Va,be B: a<b V b<a V a=b
(b) Yae A\B F3be B: =(a<b V b<a)
2. B jerezem, prave kdyz
(@) Va,be B: =(a<b V b<a)
(b) Yae A\B F3be B: (a<b V b<a)
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[] Definice 1.5 : Necht A je poseta B,C C A.

1. Mnozina A se nazyva omezena (ohraniCena), jestlize existuje n € N takové, ze pro
kazdy fetézec mnoziny A plati |L| < n

2. B predchazi C (piSeme B < (), jestlizeVbe B Vee C: b<c V bcoc
(B<CznaCiB<CaB#C()

Necht B~ ={ac A| {a} < B}aB"t ={ac Al B<{a}}

4. Necht °B={be B|Vb' € B: beod’ V b<b'}a
B°={be B|VbV' € B: becob' Vv bV <b}.
Zrejmeé °A obsahuji “minimalni prvky” mnoziny A a A° pak “maximalni prvky”
mnoziny A.
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[] Theorem 1.2 : Je-li A omezena Castecné usporadanad mnozina, pak °A a A® jsou fezy.

Dulkaz: Necht a, b jsou libovolné prvky °A. Pak a co b, protoze —(a < b V b < a). Necht
c € A\A anecht L je fetézec a c € L. Protoze L je koneCna mnozina, existuje
de L N °A,aprotod < c. Podle Tvrzeni 1.3 (2) je °A fezem. Pro A° analogicky. O

[] Tvrzeni 1.4 : Necht' A je poset, L retezec a D fez mnoziny A. Pak

LN Dl<1

Dlkaz: Necht a,b € L N D. Pak a li b, protoze a,b € L. AvSak a co b, protoze a,b € D.
Podle Tvrzeni 1.2 (2) je a = b. O
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[] Definice 1.6 : Poset A se nazyva K-hustym (K-dense), jestlize kazdy fetézec ma

neprazdny pranik s kazdym fezem.

[ Priklad 4 : Poset, ktery neni K-husty

a » b

fl

{c,b} N {a,d} =10
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2. Vyskytove site (Occurrence Nets)

] Definice 2.1 : Sit K = (Sk, Tk, Fx) se nazyva vyskytova sit (occurrence net), jestlize
1. Ya,b€ K: aFtb = =(bFa),t. K nema cykly
2. Vs e Sk: |*s| <1 A |[s*| <1, tj. mista sité nejsou vétvena

[] Tvrzeni 2.1: Necht K je vyskytova sit. Relace < definovana: a < b £k aFtb pro
vSechna a,b € K je CasteCné usporadani na K (tj. Sk U Tk)

Poznamka : To znamena, ze pro K jsou definovany drive zavedené pojmy retezce, rezy,
omezenost a K-hustota.
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[] Definice 2.2 : S-fezem (slice) nazyvame fez, ktery obsahuje pouze mista. Oznacme
sl(K) mnoZinu vSech S-fezl sité K.

] Priklad 5 :
sl tl s2
Q—’ Tato sit méa 3 fetézce, 11 fezll a z toho 5
S4 t3 S6 S'FeZ&.
Priklad retézce: {83, t2, 84,13, 86}
< > Priklad fezu: {t1, s4, s5}
t2 5 Priklad S-fezu: {s1, ss}

O
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[] Theorem 2.1 : Kazda omezena neprazdna vyskytova sit' je K-husta.

(1 Priklad 6 : Sit, kterd neni K-husta

SO tl Sl t2 52 t3

é DA

{s0,t1,51,...} N {sh,s5,...} =
Pokud by tato sit byla konecna. |{80,t1,51,..., ny St N {sh,. .., sn} =1
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3. Procesy

Proces definujeme jako zobrazeni z omezené vyskytoveé sité do bezkontaktniho
C/E systému, které splnuje 2 pozadavky:

1. Kazdy S-fez sité je injektivné zobrazen na néjaky pripad C/E systému

2. Zobrazeni prechodl vyskytové sité na udalosti C/E systému respektuje okoli
udalosti

[] Definice 3.1 : Necht K je omezena vyskytova sit a necht X je bezkontaktni
C/E systém. Zobrazeni p: K — X se nazyva proces systému Y, jestlize pro kazdy S-fez
D site K a kazdy prechod t € Tk plati:

1. p|D je injektivni a p(D) € Cx
2. p(%) ="p(t) A p(t*) =p()°
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Graficka reprezentace procesll p : K — X

Kazdy prvek z sité K je oznacCen (labeled) svym obrazem p(x).

Sit' z prikladu 1 je procesem C/E systému z prikladu 3 kapitoly C/E systemy.

[] Theorem 3.1 : Pro kazdy proces p : K — X plati:
1. p(Sk)C Bs A p(Tk) C Ex, tj. pzachovava druhy
2. Vx,y e K: zFxy = p(z)Fs p(y), tj. pzachovava relaci toku

3. Ve,y e K: p(x) =p(y) = zliy, t. podminky a udalosti nejsou vzajemné
paralelni

VteTk: t#0 N t* # 0, tj. udalosti maji antecendenty a konsekventy
5. pro kazdy fez D sité K: p|D je injektivni
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[] Theorem 3.2 : Necht p : K — X je proces, necht pro T' C Tk plati
\V/tl,tg cT: t1 co 2. Pak 361,62 c(Cx: ¢ [p(T))CQ.

Dlkaz: Zfejmé Vs1,s2 € *T': s1 co s2. Pak tedy existuje D € sl(K), pro ktery *T C D.
Podle definice 3.1 p(D) € Cs a *p(T) = p(*T) C p(D). Dale Vs € T* ds; € D takové, ze
s1<s.ProtoT®* N D=0ataké p(D) N p(T*) =p(D) N p(T)* = 0. Tudiz p(T) je
p(D)-proveditelny krok. O

Poznamka : Izomorfizmus vyskytovych siti - nepojmenovavaji se prvky site
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[] Veta 3.1: Kazdy bezkontaktni C/E systém je plné charakterizovan mnozinou svych
procesl. Proces p: K — X je skute€né reprezentovan mnozinou dvojic

{(z,p(z))| © € K}.

[] Theorem 3.3 : Necht' X1, ¥J5 jsou dva bezkontaktni C/E systémy a necht P; jsou
mnoziny procest systému X; (i = 1,2). Pak P, = P, < X; = Y.

Dikaz: Necht X; = (B;, E;, F;,C;), 1 = 1,2 anecht X; # Y. Pak existuje b € By U Bs
neboe € E; U Ezneboce C; U C; takovy, ze b € B1\ B2 nebo e € E;\ E2 nebo

(b,e) € F1\ F> nebo (e,b) € F1\ F> nebo ¢ € C1\Cs. Pak ale existuje krok c;[e")ca v X,
ktery neni mozny v X5 (vyber b € ¢1 U ¢z nebo e’ = e nebo ¢ = ¢; nebo ¢ = ¢2). Pro

K = (S,{t},F)necht p: K — 3 jeproces, proktery p(°K) =c1 ap(K°)=rc2 a

p(t) =€ Pak p € Pl\Pz. [
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4. Kompozice procesu

Za predpokladu, ze proces p; konci ve stejném pripadu (stavu), ve kterém proces p-
zacCina, definujeme kompozici

P1op2

[J Lemma4.1: Je-lip: K — X proces, pak °K a K° jsou S-fezy mnoziny K.

Dlkaz: Podle theoremu 1.2 jsou °K a K° fezy mnoziny K. Protoze X je bezkontaktni,
pak pro kazdé e € Ex je %e £ () a e® # (). Z definice 3.1 (2) plyne °K U K° C Sk. O
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[J Lemma 4.2: Necht p;: K; — X,7 = 1,2, jsou dva procesy, pro ktere
p1(K7T) = p2(°K2). Pak existuje prave jedna (az na izomorfizmus) vyskytova sit K a
S-fez D této siteé a proces p: K — X takovy, ze

p|D” =p1 a p|DT =p

Dukaz: Necht K, = (Sz,TZ,FfL), 1= 1,2 a necht (Sl U Tl) M (SQ U TQ) = Kf = OKQ.
Pak sit K = (S1 U S, Ty U Ty, F1 U Fy), D = K7 = °K5 a proces p definovany

predpisem p(z) = p;(x) £ v e K, i= 1, 2 spliuje tvrzeni lemmy. O

fl
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[] Definice 4.1 : Necht p1, p2, p jsou procesy splnujici Lemma 4.2. Proces p se hazyva
kompozici procesl p1 a p2. Kompozici procesll zapisujeme p = p; o po

[1 Priklad 7 : Kompozice procesu

b3 e2 bS5 e2 b5
el o@ >e3: b3 e3
b4 b4 el b4

pl p2 p
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[] Tvrzeni 4.1: Necht p: K — X je proces a necht D je S-fez mnoziny K. Necht
p- =p|/D” ap” =p|/DT.Pakp~ ap’ jsouprocesyap=p opt.

[] Tvrzeni 4.2: Necht p1, p2, p3s jSOU procesy, pro které jsou definovany p; o p2 a p2 o ps.
Pak p1 o (p2 o p3) = (p1 © p2) © ps.

[] Definice 4.2 : Proces p: K — X je elementarni, jestlize Sk = °K U K°

Poznamka : Proces se nazyva elementarni, jestlize popisuje jednoduchy krok. Procesy
jsou rozlozitelné na kone¢né mnoho elementarnich procesu.
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1 Priklad 8 : Kompozice procesu p uzitim elementarnich procesu ps, p4, ps Nebo pg, p7

b3 b5 e2 b5
e2 e el o e3 — b3 e3
b4 b4 e1 b4

p3 p4 p5 p

?
5

el

?

p6 p7
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[ Tvrzeni 4.3:
1. p: K — X je elementarni proces < p(°K) [p(Tk)) p(K°) je krok
2. Jestlize p: K — X je elementarni, pak Vt1,t2 € Tk : t1 cots

1 Definice 4.3 : Proces p: K — Y se nazyva prazdny, jestlize Tk = 0.

[1 Tvrzeni 4.4
1. Kazdy prazdny proces je elementarni

2. Je-li p’ prazdny proces a je-li definovano p o p’ (resp. p’ o p),
pakp =pop’ (resp. p=p’ op)
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[] Tvrzeni 4.5: Je-lip: K — X proces, pak existuje konecné mnoho elementarnich
procesu p1, p2, . . ., pn takovych, Ze

P=PLOP20O...0Dp

Dlkaz: Existuje celé ¢islo m ohraniCujici pocet pfechodl kaZzdého fetézce mnoziny K.
Je-lim = 0, pak p je prazdny. Jestlize nejdelSi fetézec ma m # 0 prechodd, pak p je
rozlozitelny na p’ a p”’ tak, ze p = p’ o p”, p’ obsahuje (m — 1) pfechodl a p” je
elementarni neprazdny proces. Dale indukci. O
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5. Procesy a pripadové grafy

Budeme hledat vztah mezi procesy a cestami v pripadovém grafu.

[J Lemma 5.1: Necht X je bezkontaktni C/E system. Proces p: K — X je elementarni
proces, prave kdyz existuje hrana v = (c1, G, c2) grafu ¢y, takova, ze p(°K) = c1,
p(K°) =c2ap(Tk) =G.

Dukaz: Jestlize p: K — X je elementarni proces, pak p(°K) [p(Tk)) p(K°) je krokem X
a (p(°K),p(Tk),p(K°)) je hranou grafu ®s.. Naopak, je-li (c1,G, c2) hrana @5, pak
c1[G)ca. Necht K = (c1 U c2,G,Fs N (c1 U c2 U G)?). Pakid: K — X je elementarni
proces. O
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[] Definice 5.1 : Necht X je bezkontaktni C/E systém.

1. Je-li v hrana grafu ®x, pak v oznacCuje proces odpovidajici hrane v.
¥ Se hazyva procesem hrany v; v je hranou procesu 7.

2. Necht vi,vs2,...,v, JSOU hrany a w = vivs ... v, je cesta v &x. Pak
W = U1 0V2 O...0 Uy SE NAzyva procesem cesty w; w je cestou procesu .

3. Prov=(c;,G,c2)aec Gnecht t(v,e) =9 "'(e) at(v) = {t(v,e)| e € G}
t(v,e) a 7(v) oznaCuje jednoduchy prechod, resp. mnozinu pfechodi odpovidajici
vyskytove sitée.
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[] Priklad 9 : Proces p a pripadovy graf

{14}
{c} {a
{1,5} {ac {24
{d} {a ¢} {b}
NN OSNNE Y
o= {16y {ad {2,5) {bch (34
{d} {b}
On B O TlinO (@ (9
\4 \4
{26} {bd}  (35)
N
\4
{3,6}

Kazda z 13 cest v pripadovém grafu z pfipadu {1,4} do pfipadu {3,6} odpovida
procesu p.
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[] Definice 5.2 : Necht X je C/E systém, c1,c2,c3 € Cy a G1,G2 C Ex.

1. Jestlize u; = c1Gica, us = caGacs av = Cl(Gl U GQ)Cg jSOU hrany pFl’padového
grafu @y, pak cesta uius se nazyva dekompozici cesty v a v se nazyva unifikaci
Cesty ULU2.

2. Necht w, w’ jsou cesty v ®x. w’ se nazyva permutaci cesty w, jestlize existuji

cesty ui, ..., uq takové, Ze w = uiusus, w = uiusus a uyg je dekompozici nebo
unifikaci cesty us

3. Necht wi,ws,...,w, jsou cesty v ®x. (w1, ...,w,) S€ nazyva permutacni
posloupnosti, jestlize proi =1,...,n — 1 je cesta w;11 permutaci cesty w;
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[] Tvrzeni 5.1: Necht X je bezkontaktni C/E systém, c1, c2,c3 € Cs anecht G1,G2 C Ex
jsou disjunktni a neprazdné.

1. Jestlize v = c1(G1 U G2)ce je hrana v 5, pak existuje dekompozice cesty v ve
tvaru c¢1G1cGac2 pro nejakeé ¢ € Cx

2. Necht u; = c1G1c3 a us = c3Gace Jsou hrany grafu s a necht uy ous: K — 3.
Pak Vti,to € Tk: t1 cots < Cl(Gl U GQ)C2 je hrana v ®5x.

Dlkaz (ad. 2): Vt1,t2 € Tk : t1 co to praveé kdyz existuje elementarni proces p: K — X,
pro kter)'/ p(OK) = C1, p(KO) = C2. Ap(TK) = Gl U GQ, pl’é.Vé kdyi C1 (Gl U GQ)CQ je
hrana v ®x, (viz. Lemma 5.1). O

[] Theorem 5.1 : Dvé cesty w, w’ v grafu ®x, prislusi stejnému procesu, prave kdyz
existuje permutacni posloupnost z w do w'.
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