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Úvod

Grafy

Reprezentace graf̊u

Prohledáváńı do š́ı̌rky
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Organizace výuky

I p̌rednášky (2/3 + 0/1) – Zbyněk Křivka

I konzultace – viz stránky vyučuj́ıćıch

I projekt (25 bodů) – Zbyněk Křivka + Lucie Charvát

I půlsemestrálńı ṕısemka (15 bodů) – v polovině semestru

I zkouška (60 bodů) — 3+1 terḿıny, minimum 25 bodů

V́ıce k projektu

I rozděleńı do týmů po 2 studentech

I na zadáńı se registruje celý tým (kapitán)

I demonstračńı aplikace, ově̌reńı časové složitosti, rešeřse, vlastńı zadáńı

I prezentace řešeńı na posledńı p̌rednášce/konzultaci

I implementačńı jazyk po dohodě s cvič́ıćı(m) (C/C++, Java, C#,
Python, ...)
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Úvod
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Základńı pojmy

I Neformálně, algoritmus je dob̌re definovaná výpočetńı procedura,
která p̌rij́ımá nějaké hodnoty (množinu hodnot) jako vstup a
produkuje nějakou hodnotu (množinu hodnot) jako výstup.

I Algoritmus je tedy posloupnost výpočetńıch krok̊u, které transformuj́ı
vstup na výstup.

I Datová struktura je způsob, jak uložit a organizovat data tak, aby
k nim bylo co nejv́ıce ulehčeno p̌ristupováńı a modifikováńı.
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Požadavky kladené na algoritmy

I Algoritmus skonč́ı pro každý (správně zadaný) vstup.

I Výstup algoritmu je korektńı.

I Čas ani pamět’ nejsou neomezeny.

I Existuje mnoho řešeńı určitého problému, ty se však dramaticky lǐśı
svoj́ı efektivnost́ı.

I Velký důraz kladen na časovou a prostorovou efektivnost.
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Složitost algoritmu

Časová složitost algoritmu:

I Maximálńı počet “primitivńıch” krok̊u vykonaných daným algoritmem
nad všemi vstupy stejné “velikosti”, tj. počet krok̊u v nejhořśım
p̌ŕıpadě.

I Popsána funkćı závislou na velikosti vstupu, T(n).

Prostorová složitost algoritmu:

I Maximálńı velikost obsazené paměti během výpočtu algoritmu nad
všemi vstupy stejné “velikosti”.

I Popsána funkćı závislou na velikosti vstupu, S(n).

n může být obecně vektor hodnot.
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Θ-notace

Necht’ g(n) je funkce.

I Θ(g(n)) = {f (n) : existujı́ c1, c2, n0 > 0 takové, že
0 ≤ c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n) pro n ≥ n0}.

Obrázek: Θ-notace.

I Obvykle ṕı̌seme f (n) = Θ(g(n)) ḿısto
f (n) ∈ Θ(g(n)).

I 1
2 n2 − 3n = Θ(n2) – ově̌rte pro

c1 = 1
14 , c2 = 1

2 , n0 = 7.
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O-notace

Necht’ g(n) je funkce.

I O(g(n)) = {f (n) : existujı́ c, n0 > 0 takové, že
0 ≤ f (n) ≤ cg(n) pro n ≥ n0}.

Obrázek: O-notace.

I Θ(g(n)) ⊆ O(g(n)).
I n = O(n2), ale n 6= Θ(n2).
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Ω-notace

Necht’ g(n) je funkce.

I Ω(g(n)) = {f (n) : existujı́ c, n0 > 0 takové, že
0 ≤ cg(n) ≤ f (n) pro n ≥ n0}.

Obrázek: Ω-notace.

Věta 1.
Pro libovolné funkce f (n) a g(n) plat́ı
f (n) = Θ(g(n)), právě když
f (n) = O(g(n)) a f (n) = Ω(g(n)).
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o-notace a ω-notace

Necht’ g(n) je funkce.

I o(g(n)) = {f (n) : pro každé c > 0 existuje n0 > 0 takové, že
0 ≤ f (n) < cg(n) pro n ≥ n0}.

I ω(g(n)) = {f (n) : pro každé c > 0 existuje n0 > 0 takové, že
0 ≤ cg(n) < f (n) pro n ≥ n0}.

I f (n) ∈ ω(g(n)), právě když g(n) ∈ o(f (n)).

I 2n = o(n2), ale 2n2 6= o(n2).

I f (n) = o(g(n)), pokud

limn→∞
f (n)
g(n) = 0.

I n2/2 = ω(n), ale
n2/2 6= ω(n2).

I f (n) = ω(g(n)), pokud

limn→∞
f (n)
g(n) = ∞.
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Vlastnosti

Necht’ f (n), g(n) a h(n) jsou (asymptoticky kladné) funkce.

I Tranzitivita
f (n) = X(g(n)) a g(n) = X(h(n)) implikuje f (n) = X(h(n)),
pro X ∈ {Θ, O, Ω, o, ω}.

I Reflexivita
f (n) = X(f (n)), pro X ∈ {Θ, O, Ω}.

I Symetrie
f (n) = Θ(g(n)), právě když g(n) = Θ(f (n)).

I Transponovaná symetrie
f (n) = O(g(n)), právě když g(n) = Ω(f (n)).
f (n) = o(g(n)), právě když g(n) = ω(f (n)).

I Ne vždy porovnatelné
n a n1+sin(n) jsou neporovnatelné.
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Grafy
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Grafy: Úvod, historie, definice

I Leonhard Euler, Sedm most̊u města Královce, 1736.

I Otázka: Je možné p̌rej́ıt všechny mosty, ale každý pouze jednou?

Obrázek: Sedm most̊u města Královce a jejich grafická reprezentace.
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Orientovaný graf G je dvojice

G = (V, E) ,

kde

I V je konečná množina uzl̊u a

I E ⊆ V2 je množina hran.

Hrana (u, u) se nazývá smyčka.
Pokud (u, v) je hrana, ř́ıkáme, že u a v jsou incidentńı.

1 2 3

4 5 6

Obrázek: Orientovaný graf
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Graf G′ = (V′, E′) je podgraf grafu G = (V, E), jestliže

I V′ ⊆ V a E′ ⊆ E.

Mějme V′′ ⊆ V. Podgraf indukovaný V′′ je graf G′′ = (V′′, E′′), kde

I E′′ = {(u, v) ∈ E : u, v ∈ V′′}.

Mějme E′′′ ⊆ E. Faktorový podgraf grafu G je graf G′′′ = (V, E′′′).

1 2 3

4 5 6

1 2 3

6

Obrázek: Graf a jeho podgraf indukovaný množinou {1, 2, 3, 6}.
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Neorientovaný graf G je dvojice

G = (V, E) ,

kde

I V je konečná množina uzl̊u a
I E ⊆ (V

2) je množina hran.

Poznámka
Hrana je množina {u, v}, kde u, v ∈ V a u 6= v. I v neorientovaném
p̌ŕıpadě však budeme hrany značit (u, v) a považovat (u, v) a (v, u) za
stejnou hranu. Smyčky nejsou povoleny.

1 2 3

4 5 6

Obrázek: Neorientovaný graf

18 / 228



I Stupeň uzlu u v neorientovaném grafu je počet uzl̊u s ńım
incidentńıch, znač́ı se d(u).

I d(1) = d(2) = d(5) = 2, d(3) = d(6) = 1, d(4) = 0.

I Pokud d(u) = 0, nazývá se u izolovaný uzel.

1 2 3

4 5 6

Obrázek: Neorientovaný graf
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I Výstupńı stupeň uzlu u v orientovaném grafu je počet hran z něj
vycházej́ıćıch, znač́ı se d−(u).

I Vstupńı stupeň uzlu u je počet hran do něj vstupuj́ıćıch, znač́ı se
d+(u).

I Stupeň uzlu u je součet výstupńıho a vstupńıho stupně.

I d−(2) = 3, d+(2) = 2, d(2) = 5.

1 2 3

4 5 6

Obrázek: Orientovaný graf
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I Posloupnost uzl̊u 〈v0, v1, v2, . . . , vk〉, kde (vi−1, vi) ∈ E pro
i = 1, 2, . . . , k, se nazývá sled délky k z v0 do vk.

I Sled je tedy určen uzly v0, v1, . . . , vk a hranami (v0, v1), (v1, v2), . . . ,
(vk−1, vk). Délka sledu je počet jeho hran.

I Rovněž se p̌ripoušt́ı sled délky 0 z u do u, pro všechny uzly u.

I Pokud existuje sled s z u do u′, ř́ıkáme, že u′ je dosažitelný z u
sledem s, značeno u s

 u′.
I Tah je sled, ve kterém se neopakuj́ı hrany.

I Cesta je sled, ve kterém se neopakuj́ı uzly.

1 2 3

4 5 6

I 〈1, 2, 5, 4〉 je cesta

I 〈2, 5, 4, 5〉 je sled, který neńı
cestou (jde o tah?)
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I Podsled (podtah,podcesta) sledu 〈v0, v1, v2, . . . , vk〉 je podposloupnost
soused́ıćıch uzl̊u, tj. 〈vi, vi+1, vi+2, . . . , vj〉, pro 0 ≤ i ≤ j ≤ k.

I Sled (tah, cesta) 〈v0, v1, v2, . . . , vk〉 se nazývá uzav̌rený, pokud
obsahuje alespoň jednu hranu a v0 = vk.

I Pro neorientovaný graf požadujeme k ≥ 3.

I Uzav̌rená cesta se nazývá kružnice. Orientovaná kružnice se nazývá
cyklus.

1 2 3

4 5 6

I 〈2, 2〉 je cyklus délky 1

I 〈1, 2, 4, 1〉 je cyklus

I 〈1, 2, 4, 5, 4, 1〉 je ale uzav̌rený
sled (i tah), který neńı cyklus
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1 2 3

4 5 6

I 〈1, 2, 5, 1〉 je kružnice

I 〈3, 6, 3〉 neńı kružnice, nebo
ano?

I Orientovaný graf se nazývá prostý, pokud neobsahuje smyčky.

I Graf bez cykl̊u (kružnic) se nazývá acyklický.
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I Neorientovaný graf se nazývá souvislý, pokud mezi libovolnými dvěma
uzly existuje cesta.

I Souvislé komponenty grafu jsou ťŕıdy ekvivalence množiny uzl̊u podle
relace “je dosažitelný z”.

1 2 3

4 5 6

Graf má ťri souvislé komponenty:

I {1, 2, 5}
I {3, 6}
I {4}
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I Orientovaný graf se nazývá silně souvislý, pokud mezi libovolnými
dvěma uzly existuje orientovaná cesta.

I Silně souvislé komponenty grafu jsou ťŕıdy ekvivalence množiny uzl̊u
podle relace “jsou vzájemně dosažitelné”.

1 2 3

4 5 6

Graf má ťri silně souvislé komponenty:

I {1, 2, 4, 5}
I {3}
I {6}
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Reprezentace graf̊u
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Necht’ G = (V, E) je graf. Zavedeme následuj́ıćı značeńı:

I n = |V|
I m = |E|.

1. Seznam sousedů
I preferovaná reprezentace,
I výhodněǰśı zejména pro ř́ıdké grafy, tj. takové grafy, kde m� n2,
I věťsina dále uvedených algoritmů použ́ıvá právě tuto reprezentaci.

2. Matice sousednosti
I může být výhodněǰśı pro husté grafy, tj. ty, kde m je skoro n2

I nebo když poťrebujeme rychle rozhodnout, zda graf obsahuje hranu
spojuj́ıćı dva dané uzly.
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Seznam sousedů

Seznam sousedů grafu G = (V, E) sestává z

I pole Adj[1 . . . n] maj́ıćı n seznamů, jeden pro každý uzel z V,

I kde Adj[u] obsahuje všechny uzly v takové, že (u, v) ∈ E.

1 2

3

45

1

2

3

4

5

4

1

5

5 3

2

3 4

2

1

2

2

4

5

1 2 3

4 5 6

1

2

3

4

5

5

42

5

6

2

4

6 6
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I Pokud G je orientovaný graf, pak součet délek seznamů seznamu
sousedů je m, protože každá hrana tvaru (u, v) je reprezentována v
vyskytuj́ıćım se v Adj[u].

I Pokud G je neorientovaný graf, pak součet délek seznamů seznamu
sousedů je 2m, protože každá hrana (u, v) je reprezentována v
vyskytuj́ıćım se v Adj[u] a u vyskytuj́ıćım se v Adj[v].

I Tř́ıda pamět’ové složitosti je v obou p̌ŕıpadech stejná, Θ(m + n).
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Ohodnocený graf

I Ohodnocený graf je takový graf, kde každá jeho hrana má p̌rǐrazenu
nějakou hodnotu, typicky danou váhovou funkćı w : E→ R.

I Seznam sousedů se snadno rozš́ı̌ŕı pro ohodnocené grafy tak, že
hodnota w(u, v) je uložena s uzlem v v seznamu Adj[u].

I Nevýhoda: zjistit, zda je hrana (u, v) p̌ŕıtomná v grafu znamená
hledat v v celém seznamu Adj[u].
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Matice sousednosti

Necht’ G = (V, E) je graf a p̌redpokládejme, že uzly jsou nějak oč́ıslovány
č́ısly 1, 2, . . . , n. Matice sousednosti A = (aij) je čtvercová matice řádu n
taková, že

aij =

{
1 pokud (i, j) ∈ E,
0 jinak.

1 2 3

4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 0 1 0 1 0 0
2 0 0 0 0 1 0
3 0 0 0 0 1 1
4 0 1 0 0 0 0
5 0 0 0 1 0 0
6 0 0 0 0 0 1
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1 2

3

45

1 2 3 4 5

1 0 1 0 0 1
2 1 0 1 1 1
3 0 1 0 1 0
4 0 1 1 0 1
5 1 1 0 1 0

I Množstv́ı obsazené paměti je bez ohledu na počtu hran Θ(n2).

I Lepš́ı nebo hořśı?

I Transponovaná matice k A = (aij) je matice AT = (aT
ij ), kde aT

ij = aji.

I Pro matici sousednosti A neorientovaného grafu plat́ı A = AT.

I Stač́ı tedy uložit do paměti pouze část matice nad diagonálou.

I Necht’ G = (V, E) je ohodnocený graf, pak

aij =

{
w(i, j) pokud (i, j) ∈ E,
NIL jinak,

kde NIL je nějaká unikátńı hodnota, věťsinou 0 či ∞.
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Prohledáváńı do š́ı̌rky
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Prohledáváńı do š́ı̌rky (BFS)

I Vstup: (ne)orientovaný graf G = (V, E) a uzel s ∈ V.

I Procháźı všechny uzly dostupné z s a poč́ıtá jejich vzdálenost (počet
hran) od s.

I Vytvá̌ŕı strom prohledáváńı do š́ı̌rky s kǒrenem s obsahuj́ıćı všechny
uzly dosažitelné z s. Cesta z s do v je nejkraťśı cestou v grafu.

I Při procházeńı grafu obarvuje uzly b́ılou, šedou a černou barvou.

I Reprezentace grafu – seznam sousedů.

I color[u] ∈ {WHITE, GRAY, BLACK}.
I π[u] je p̌redchůdce u na cestě z s.

I d[u] je vzdálenost u od s (počet hran, dále bude rozš́ı̌reno na
ohodnocené grafy).
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BFS(G, s)
1 for každý uzel u ∈ V − {s}
2 do color[u]←WHITE
3 d[u]← ∞
4 π[u]← NIL
5 color[s]← GRAY
6 d[s]← 0
7 π[s]← NIL
8 Q← ∅
9 ENQUEUE(Q, s)

10 while Q 6= ∅
11 do u← DEQUEUE(Q)
12 for každý v ∈ Adj[u]
13 do if color[v] =WHITE
14 then color[v]← GRAY
15 d[v]← d[u] + 1
16 π[v]← u
17 ENQUEUE(Q, v)
18 color[u]← BLACK
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BFS – p̌ŕıklad

r,∞

s,0

t,∞

u,∞

v,∞

w,∞

x,∞

z,∞

s,0

r,1

w,1

t,2

x,2v,2

u,3

z,3

s,0

r,1

w,1

t,2

x,2v,2

u,3

z,3

Q = sQ = wrQ = rtxQ = txvQ = xvuQ = vuzQ = uzQ = zQ = ∅
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Analýza BFS

I Ve while-cyklu již neńı možno obarvit uzel na b́ılo.

I Řádek 13 proto zaručuje, že každý uzel bude zǎrazen do fronty
(a následně vybrán z fronty) nejvýše jednou.

I Operace vkládáńı a vyb́ıráńı prvku z fronty je konstantńı, tj. O(1),
takže celkový čas na operace fronty je O(n).

I Protože se seznam sousedů daného uzlu procháźı pouze p̌ri jeho
vybráńı z fronty, je seznam skenován nejvýše jednou.

I Jelikož je suma délek těchto seznamů rovna Θ(m), je celkový čas
skenováńı seznamu sousedů O(m).

I Inicializace zabere čas O(n), proto je celkový čas algoritmu
O(m + n), tj. lineárńı vzhledem k velikosti reprezentace grafu G.

37 / 228



Nejkraťśı cesty

I Jak již bylo řečeno, BFS rovněž urč́ı vzdálenost všech uzl̊u od daného
vstupńıho uzlu s.

I Definujme nejkraťśı vzdálenost δ(s, v) z s do v jako minimálńı počet
hran na jakékoliv cestě z s do v. Pokud cesta neexistuje, je
δ(s, v) = ∞.

I Cesta délky δ(s, v) z s do v je nejkraťśı cesta z s do v.
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Lemma 2.
Necht’ G = (V, E) je orientovaný či neorientovaný graf a necht’ s ∈ V je
libovolný uzel. Pak pro každou hranu (u, v) ∈ E plat́ı, že

δ(s, v) ≤ δ(s, u) + 1 .

Důkaz.

I Pokud je uzel u dosažitelný z s, pak je rovněž uzel v dosažitelný z s.
To ale znamená, že nejkraťśı cesta z s do v nemůže být deľśı než
nejkraťśı cesta z s do u následovaná hranou (u, v). Nerovnost tedy
plat́ı.

I Pokud uzel u neńı dosažitelný z s, pak δ(s, u) = ∞ a nerovnost opět
plat́ı.

39 / 228



Lemma 3.
Necht’ G = (V, E) je orientovaný či neorientovaný graf a p̌redpokládejme,
že BFS je spuštěno na G z uzlu s ∈ V. Pak po ukončeńı BFS plat́ı, že
d[v] ≥ δ(s, v) pro každé v ∈ V.

Důkaz.

I Indukćı vzhledem k počtu Enqueue operaćı. IP je d[v] ≥ δ(s, v) pro
všechna v ∈ V.

I Báze: d[s] = 0 = δ(s, s) a d[v] = ∞ ≥ δ(s, v), v ∈ V− {s}.
I Necht’ v je b́ılý uzel prozkoumaný během prohledáváńı z u. Z IP máme

d[u] ≥ δ(s, u). Z řádku 15 BFS, IP a p̌redchoźıho lemmatu máme

d[v] = d[u] + 1 ≥ δ(s, u) + 1 ≥ δ(s, v) .

Uzel v je poté vložen do fronty a už nikdy neńı vložen znovu do
fronty, protože je šedý a řádky 14–17 se vykonávaj́ı pouze pro b́ılé
uzly, tj. hodnota d[v] se již nezměńı.
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Lemma 4.
Necht’ během prováděńı BFS na grafu G = (V, E) obsahuje fronta Q uzly
〈v1, v2, . . . , vr〉, kde v1 je prvńı prvek Q (začátek fronty) a vr je posledńı
prvek Q (konec fronty). Pak d[vr] ≤ d[v1] + 1 a d[vi] ≤ d[vi+1] pro
i = 1, 2, . . . , r− 1.

Důkaz.

I Indukćı vzhledem k počtu operaćı fronty. Na počátku je Q = 〈s〉 a
tvrzeńı plat́ı. Tvrzeńı plat́ı po obou frontových operaćıch:

I v1 odebráno, pak v2 nový prvńı prvek (pokud se fronta vyprázdńı,
tvrzeńı plat́ı triviálně). Z IP máme d[v1] ≤ d[v2]. Pak ale
d[vr] ≤ d[v1] + 1 ≤ d[v2] + 1, zbytek nerovnost́ı je nezměněn.

I vr+1 vloženo do Q (̌rádek 17). V tu dobu je již z Q vyjmut uzel u,
jehož seznam se procháźı. Z IP máme d[u] ≤ d[v1]. Tedy,
d[vr+1] = d[u] + 1 ≤ d[v1] + 1. Proto d[vr] ≤IP d[u] + 1 = d[vr+1].
Zbytek nerovnost́ı je nezměněn.
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Důsledek 5.
Necht’ uzly vi a vj jsou vloženy do fronty během prováděńı BFS a že vi je
vloženo p̌red vj. Pak d[vi] ≤ d[vj] v okamžiku vložeńı vj do fronty.

Důkaz.
Z p̌redchoźıho lemmatu a vlastnosti, že každý uzel obdrž́ı konečnou
hodnotu d nejvýše jednou během výpočtu.
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Věta 6 (Korektnost algoritmu BFS).

Necht’ G = (V, E) je (ne)orientovaný graf a s ∈ V. Pak BFS(G, s)
prozkoumá všechny uzly v ∈ V dosažitelné z s a po ukončeńı plat́ı, že
d[v] = δ(s, v) pro všechna v ∈ V. Pro každý uzel v 6= s dosažitelný z s
nav́ıc plat́ı, že jedna z nejkraťśıch cest z s do v je nejkraťśı cesta z s do
π[v] následovaná hranou (π[v], v).

Důkaz.

I Sporem. Necht’ v je uzel s minimálńı δ(s, v) takový, že d[v] 6= δ(s, v).
Zřejmě v 6= s.

I Lemma 3 ř́ıká, že d[v] ≥ δ(s, v), proto d[v] > δ(s, v). Nav́ıc, v muśı
být dosažitelný z s, protože jinak je δ(s, v) = ∞ ≥ d[v].

I Necht’ u je uzel bezprosťredně p̌redcházej́ıćı v na nejkraťśı cestě z s do
v, tj. δ(s, v) = δ(s, u) + 1. Protože δ(s, u) < δ(s, v) a vzhledem
k volbě v, plat́ı d[u] = δ(s, u).

I Celkem tedy d[v] > δ(s, v) = δ(s, u) + 1 = d[u] + 1.
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Důkaz (pokračováńı).

I Uvažme nyńı BFS v době, kdy u je vyb́ıráno z Q na řádku 11, tj. v je
bud’ b́ılý, šedý, nebo černý.

I v je b́ılý, pak řádek 15 nastavuje d[v] = d[u] + 1 – spor.

I v je černý, pak v již bylo vybráno z Q a podle Důsledku 5 je
d[v] ≤ d[u] – spor.

I v je šedý, pak v bylo obarveno p̌ri výběru nějakého uzlu w, jenž byl
vybrán z Q ďŕıve než u. Nav́ıc, d[v] = d[w] + 1. Podle Důsledku 5 je
d[w] ≤ d[u], tj. d[v] ≤ d[u] + 1 – spor.

I Tedy d[v] = δ(s, v) pro všechna v ∈ V. Nav́ıc, všechny uzly
dosažitelné z s muśı být prozkoumány, protože jinak je jejich d
hodnota nekonečno.

I Konečně, všimněme si, že když π[v] = u, pak d[v] = d[u] + 1, tj.
nejkraťśı cestu z s do v můžeme źıskat p̌ridáńım hrany (π[v], v)
k nejkraťśı cestě z s do π[v].
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Strom prohledáváńı do š́ı̌rky (BFS strom)

I Necht’ π je pole p̌redchůdc̊u poč́ıtané (tj. i mezivýsledek) procedurou
BFS(G, s) na nějakém grafu G = (V, E) a uzlu s ∈ V.

I Podgraf p̌redchůdc̊u grafu G je graf Gπ = (Vπ, Eπ), kde

I Vπ = {v ∈ V : π[v] 6= NIL} ∪ {s} a

I Eπ = {(π[v], v) : v ∈ Vπ − {s}}.

I Graf Gπ je BFS strom, pokud Vπ obsahuje pouze uzly dosažitelné z s
a pro všechna v ∈ Vπ existuje pouze jediná cesta z s do v, která je
zároveň nejkraťśı cestou.

I BFS strom je strom, nebot’ plat́ı, že je souvislý a |Eπ| = |Vπ| − 1.

45 / 228



Lemma 7.
Necht’ G je orientovaný či neorientovaný graf. Procedura BFS konstruuje
π tak, že Gπ je BFS strom.

Důkaz.

I Řádek 16 BFS nastavuje π[v] = u, právě když (u, v) ∈ E a
δ(s, v) < ∞.

I Vπ tedy obsahuje pouze uzly dosažitelné z s.

I Protože Gπ je strom, obsahuje pouze jednu cestu z s do každého
z ostatńıch uzl̊u.

I Induktivńı aplikaćı věty 6 dostáváme, že každá tato cesta je nejkraťśı.
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Tisk nejkraťśı cesty z s do v

PRINT-PATH(π, s, v)
1 if v = s
2 then print s
3 else if π[v] = NIL
4 then print “Cesta z” s “do” v “neexistuje!”
5 else PRINT-PATH(π, s, π[v])
6 print v

Složitost O(n).
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Prohledáváńı do hloubky
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Prohledáváńı do hloubky (DFS)

I Vstup: (ne)orientovaný graf G = (V, E).
I Na rozd́ıl od BFS procháźı DFS všechny uzly.

I Při procházeńı grafu obarvuje uzly b́ılou, šedou a černou barvou.

I Použ́ıvá pole p̌redchůdc̊u π.

I Vytvá̌ŕı les prohledáváńı do hloubky obsahuj́ıćı všechny uzly grafu,
který je definován takto: Gπ = (V, Eπ), kde

Eπ = {(π[v], v) : v ∈ V, π[v] 6= NIL} .

49 / 228



I Reprezentace grafu – seznam sousedů.

I color[u] ∈ {WHITE, GRAY, BLACK}.
I d[u] je časová známka prvńıho prozkoumáńı uzlu (obarveńı na šedo).

I f [u] je časová známka dokončeńı prozkoumáváńı seznamu sousedů
uzlu u (začerněńı uzlu).

I 1 ≤ d[u] < f [u] ≤ 2n.

I color[u] = WHITE v čase p̌red d[u].
I color[u] = GRAY v čase d[u] až f [u].
I color[u] = BLACK v čase po f [u].
I time je globálńı proměnná.
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DFS(G)
1 for každý uzel u ∈ V
2 do color[u]←WHITE
3 π[u]← NIL
4 time← 0
5 for každý uzel u ∈ V
6 do if color[u] = WHITE
7 then DFS-VISIT(u)

DFS-VISIT(u)
1 color[u]← GRAY
2 d[u]← time← time + 1
3 for každý uzel v ∈ Adj[u]
4 do if color[v] = WHITE
5 then π[v]← u
6 DFS-VISIT(v)
7 color[u]← BLACK
8 f [u]← time← time + 1
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DFS – p̌ŕıklad

B
F

C

B

1/ / /

/ / /

1/ 2/

3/4/

9/

10/4/5 3/6

2/71/8

10/11

9/12

Obrázek: B znač́ı zpětnou (Back) hranu, F znač́ı dop̌rednou (Forward) hranu a C
znač́ı ǩŕıž́ıćı (Cross) hranu.
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Časová složitost DFS

DFS(G)
1 for každý uzel u ∈ V
2 do color[u]←WHITE
3 π[u]← NIL
4 time← 0
5 for každý uzel u ∈ V
6 do if color[u] = WHITE
7 then DFS-VISIT(u)

I Cykly na řádćıch 1–3 a 5–7 bez voláńı funkce Dfs-Visit vezmou čas
Θ(n).
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Časová složitost DFS-VISIT

DFS-VISIT(u)
1 color[u]← GRAY
2 d[u]← time← time + 1
3 for každý uzel v ∈ Adj[u]
4 do if color[v] = WHITE
5 then π[v]← u
6 DFS-VISIT(v)
7 color[u]← BLACK
8 f [u]← time← time + 1

I Funkce je volána pouze na b́ılé uzly a prvńı věc, kterou udělá, je jejich
obarveńı na šedo. Je tedy volána p̌resně jednou pro každý uzel v ∈ V.

I Pro každý uzel v je cyklus 3–6 prováděn |Adj[v]|-krát.

I Jelikož ∑v∈V |Adj[v]| = Θ(m), je celková cena řádk̊u 3–6 Θ(m).

I Celková složitost je tedy Θ(m + n).
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Závorková věta
V prohledáváńı do hloubky (ne)orientovaného grafu G = (V, E) pro
libovolné dva uzly u a v plat́ı právě jedno z následuj́ıćıch:

I intervaly [d[u], f [u]] a [d[v], f [v]] jsou disjunktńı a ani u neńı
následńıkem v ani v neńı následńıkem u v DFS lese,

I interval [d[u], f [u]] je celý obsažen v intervalu [d[v], f [v]] a u je
následńıkem v v nějakém DFS stromě, nebo

I interval [d[v], f [v]] je celý obsažen v intervalu [d[u], f [u]] a v je
následńıkem u v nějakém DFS stromě.

Důkaz pro d[u] < d[v] (opačná nerovnost se dokáže podobně).

I d[v] < f [u], pak v bylo prozkoumáno, když u bylo šedé. Protože v
prozkoumáno později než u, je v dokončeno p̌red u, tj. f [v] < f [u].

I f [u] < d[v], pak z vlastnosti d[v] < f [v] plyne, že oba intervaly jsou
disjunktńı. Nav́ıc, když je prozkoumáván uzel z jednoho intervalu,
nejsou uzly druhého šedé, proto nemůže být jejich následńıkem.
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Důsledek 8.
Uzel v je následńıkem uzlu u v DFS lese grafu G = (V, E) právě tehdy,
když

d[u] < d[v] < f [v] < f [u] .
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Věta o b́ılé cestě
V DFS lese grafu G = (V, E) je uzel v následńıkem uzlu u právě tehdy,
když v čase d[u] existuje cesta z u do v obsahuj́ıćı pouze b́ılé uzly.

Důkaz.

⇒: Necht’ v je následńıkem u. Necht’ w je uzel na cestě z u do v v DFS
lese. Protože w je následńıkem u, je podle p̌redchoźıho důsledku
d[u] < d[w]. Tedy w je v čase d[u] b́ılé.

⇐: Necht’ v je nejbližš́ım uzlem k u dosažitelným z u v čase d[u] nějakou
b́ılou cestou takový, že neńı následńıkem u v DFS lese.

I Necht’ w je p̌redchůdce v na dané cestě. Pak w je následńıkem u a
podle p̌redchoźıho důsledku je f [w] ≤ f [u] (w může být u).

I Protože v muśı být objeveno po u, ale p̌red ukončeńım w, je
d[u] < d[v] < f [w] ≤ f [u].

I Závorková věta ř́ıká, že interval [d[v], f [v]] je celý obsažen v intervalu
[d[u], f [u]]. Předchoźı důsledek dává, že v je následńıkem u.
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Klasifikace hran

1. Stromové hrany jsou hrany DFS lesa Gπ. (u, v) je stromová hrana,
jestliže v bylo poprvé objeveno prozkoumáváńım hrany (u, v).
Zvýrazněné hrany v p̌redchoźıch p̌ŕıkladech.

2. Zpětné hrany jsou hrany (u, v) spojuj́ıćı u s p̌redchůdcem v v DFS
lese. Smyčky jsou zpětné hrany. V p̌ŕıkladech značeno B.

3. Dop̌redné hrany jsou hrany (u, v) spojuj́ıćı u s následńıkem v v DFS
lese. V p̌ŕıkladech značeno F.

4. Cross hrany jsou všechny ostatńı hrany.
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Př́ıklad

B

C

F

C

C

C

B

3/6 2/9 1/10 11/16

4/5 7/8 12/13 14/15
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Nakresleńı

Každý graf lze nakreslit tak, že stromové a dop̌redné hrany vedou dol̊u a
zpětné hrany vedou nahoru.

B C

F
C

C

C

B

3/6

2/9

1/10 11/16

4/5

7/8

12/13 14/15
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DFS a klasifikace hran

Necht’ (u, v) je hrana. Pak během prováděńı DFS je možno tuto hranu
klasifikovat podle barvy uzlu v následovně:

1. b́ılá indikuje stromovou hranu,

2. šedá indikuje zpětnou hranu a

3. černá indikuje dop̌rednou nebo cross hranu. Přesněji:
I (u, v) je dop̌redná hrana, jestliže d[u] < d[v] a
I cross hrana, jestliže d[u] > d[v].
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Neorientovaný graf

Věta 9.
V prohledáváńı neorientovaného grafu G je každá hrana bud’ stromová,
nebo zpětná.

Důkaz.

I Necht’ (u, v) je libovolná hrana grafu G a necht’ d[u] < d[v].
I Pak v se stane černý v době, kdy u je šedý.

I Pokud je hrana (u, v) poprvé prozkoumána ve směru z u do v, je v
b́ılý – jinak bychom již tuto hranu prozkoumali ve směru od v do u.
(u, v) je tedy stromová hrana.

I Pokud je hrana (u, v) poprvé prozkoumána ve směru z v do u, je u
stále šedý – protože u je šedý v době, kdy je hrana poprvé
prozkoumána. (u, v) je tedy zpětná hrana.
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Topologické uspǒrádáńı
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Topologické uspǒrádáńı

I Aplikace DFS

I Topologické uspǒrádáńı orientovaného acyklického grafu G = (V, E)
je lineárńı uspǒrádáńı všech jeho uzl̊u tak, že pokud (u, v) ∈ E, pak u
p̌redcháźı v v onom uspǒrádáńı.

I Pokud G neńı acyklický, pak žádné topologické uspǒrádáńı neexistuje.

TOPOLOGICAL-SORT(G)
1 zavolej DFS(G) pro výpočet hodnot f [v]
2 každý dokončený uzel zařad’ na začátek seznamu uzlů L
3 return L

I Složitost Dfs je Θ(m + n), p̌ridáńı uzlu do seznamu je konstantńı,
proto je celková složitost Θ(m + n).
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Topologické uspǒrádáńı – p̌ŕıklad

spodky

kalhoty

opasek

košile

vázanka

bunda

ponožky

boty

hodinky

11/16

12/15

6/7

1/8

2/5

3/4

17/18

13/14

9/10
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Topologické uspǒrádáńı – p̌ŕıklad

spodky kalhoty opasekkošile vázanka bundaponožky boty hodinky

11/16 12/15 6/71/8 2/5 3/417/18 13/14 9/10
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Lemma 10.
Orientovaný graf G je acyklický, právě když Dfs(G) nenajde žádnou
zpětnou hranu.

Důkaz.

⇒: Necht’ (u, v) je zpětná hrana. Pak u je následńıkem v v DFS lese, tj.
existuje cesta z v do u. Hrana (u, v) pak uzav́ırá cyklus.

⇐: Necht’ G obsahuje cyklus c. Ukážeme, že pak Dfs(G) obsahuje
zpětnou hranu.

I Necht’ v je prvńı uzel c objeven procedurou Dfs(G) a necht’ (u, v) je
p̌redcházej́ıćı hrana na cyklu c.

I V čase d[v] tvǒŕı hrany cyklu c b́ılou cestu z v do u.

I Podle věty o b́ılé cestě plat́ı, že u je následńıkem v v DFS lese. Proto
je (u, v) zpětná hrana.
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Věta 11.
Procedura Topological-Sort(G) topologicky uspǒrádá orientovaný
acyklický graf G.

Důkaz.

I Necht’ DFS je spuštěno na orientovaný acyklický graf G = (V, E) a
urč́ı hodnoty f [v].

I Stač́ı ukázat, že pokud (u, v) ∈ E, pak f [v] < f [u].
I Necht’ (u, v) je právě prozkoumávána procedurou Dfs(G), pak v

nemůže být šedý, protože jinak by byl v p̌redchůdcem u a (u, v) by
byla zpětná hrana – spor s p̌redchoźım lemmatem.

I v je b́ılý, pak v je následńıkem u v DFS lese, a proto f [v] < f [u].
I v je černý, pak f [v] je již nastaveno. Jelikož u je stále

prozkoumáváno, neńı f [u] dosud nastaveno, proto f [v] < f [u].
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Silně souvislé komponenty
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Silně souvislé komponenty (SCC)

I Aplikace DFS

I G = (V, E) orientovaný graf. Silně souvislá komponenta je maximálńı
množina C ⊆ V taková, že pro každé u, v ∈ C, u v (tedy i v u).

1 2 3

4 5 6

Graf má ťri silně souvislé komponenty:

I {1, 2, 4, 5}
I {3}
I {6}
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I Transponovaný graf grafu G = (V, E) je graf GT = (V, ET), kde
ET = {(u, v) : (v, u) ∈ E} .

SCC(G)
1 zavolej DFS(G) pro výpočet hodnot f [u]
2 vypočı́tej GT

3 zavolej DFS(GT), ale v hlavnı́m cyklu uvažuj uzly
v klesajı́cı́m pořadı́ podle hodnoty f [u]

4 na výstup dej uzly každého stromu z DFS lesa, určeného na řádku 3,
jako samostatnou silně souvislou komponentu

I Složitost Θ(m + n).
I Seznam sousedů GT se dá určit ze seznam sousedů G v čase

O(m + n). Jak?

I G a GT maj́ı stejné silně souvislé komponenty – u a v jsou vzájemně
dosažitelné v G, právě když jsou vzájemně dosažitelné v GT.

71 / 228



SCC – p̌ŕıklad

a/13/14 b/11/16 c/1/10 d/8/9

e/12/15 f /3/4 g/2/7 h/5/6

Obrázek: Výsledek Dfs(G). Vyznačeny stromové hrany a silně souvislé
komponenty.
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SCC – p̌ŕıklad

a/13/14 b/11/16 c/1/10 d/8/9

e/12/15 f /3/4 g/2/7 h/5/6

Obrázek: Graf GT a výsledek řádku 3 procedury Scc. Uzly b, c, g a h jsou kǒreny
stromů DFS lesa. Každý strom odpov́ıdá jedné silně souvislé komponentě.
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I Graf komponent grafu G = (V, E) je graf Gscc = (Vscc, Escc)
definován následovně:
I Necht’ C1, C2, . . . , Ck jsou silně souvislé komponenty grafu G.
I Vscc = {v1, v2, . . . , vk} ⊆ V, Vscc ∩ Ci 6= ∅, i = 1, 2, . . . , k.
I (vi, vj) ∈ Escc, pokud existuj́ı x ∈ Ci a y ∈ Cj, i 6= j, takové, že

(x, y) ∈ E.

abe

fg

cd

h
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Vlastnost grafu komponent

Lemma 12.
Necht’ C a C′ jsou r̊uzné silně souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V, E). Necht’ u, v ∈ C, u′, v′ ∈ C′ a u u′ v G. Pak NEplat́ı v′  v.

Důkaz.
Pokud v′  v, pak u u′  v′ a v′  v u, tj. u a v′ jsou vzájemně
dosažitelné – spor.

I V následuj́ıćım uvažujeme pouze časy d[u] a f [u] vypoč́ıtané prvńım
voláńım procedury DFS.
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I U ⊆ V, pak d(U) = minu∈U{d[u]} a f (U) = maxu∈U{f [u]}.

Lemma 13.
Necht’ C a C′ jsou r̊uzné silně souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V, E). Necht’ (u, v) ∈ E, u ∈ C, v ∈ C′. Pak f (C) > f (C′).

Důkaz

I 1) d(C) < d(C′) – necht’ x je prvńı objevený v C. V čase d[x] jsou
všechy uzly C∪ C′ b́ılé. Pro w ∈ C′ existuje b́ılá cesta
x u→ v w. Věta o b́ılé cestě ř́ıká, že všechy uzly z C∪ C′ jsou
následńıky x v DFS stromu. Důsledek závorkové věty ř́ıká, že
f [x] = f (C) > f (C′).

I 2) d(C) > d(C′) – necht’ y prvńı objevený v C′. V čase d[y] jsou
všechy uzly C′ b́ılé a existuje b́ılá cesta z y do každého uzlu C′. Věta
o b́ılé cestě a důsledek závorkové věty dávaj́ı f [y] = f (C′). V čase d[y]
jsou všechy uzly C b́ılé. Z p̌redchoźıho lemmatu máme, že neexistuje
cesta z C′ do C. Proto jsou uzly C b́ılé i v čase f [y], tj. f [w] > f [y],
w ∈ C, což dává f (C) > f (C′).
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Důsledek 14.
Necht’ C a C′ jsou r̊uzné silně souvislé komponenty orientovaného grafu
G = (V, E). Necht’ (u, v) ∈ ET, u ∈ C, v ∈ C′. Pak f (C) < f (C′).

Důkaz.
(u, v) ∈ ET implikuje, že (v, u) ∈ E. Protože silně souvislé komponenty G
a GT jsou stejné, dává p̌redchoźı lemma f (C) < f (C′).
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Věta 15.
Procedura Scc(G) je korektńı.

Důkaz

I Indukćı vzhledem k počtu DFS stromů nalezených na řádku 3
procedury. IP: Prvńıch k stromů nalezených procedurou na řádku 3
jsou silně souvislé komponenty. ZK: k = 0 je triviálńı.

I IK: Uvažme (k + 1)-ńı nalezený strom. Necht’ u je jeho kǒren a necht’

u je v silně souvislé komponentě C.

I f [u] = f (C) > f (C′) pro libovolnou v GT ještě nenavšt́ıvenou silně
souvislou komponentu C′ r̊uznou od C.

I Podle IP jsou v čase dGT [u] všechny uzly z C b́ılé. Věta o b́ılé cestě
dává, že všechny ostatńı uzly C jsou následńıky u v DFS stromu.

I Podle IP a p̌redchoźıho důsledku vede každá hrana v GT jdoućı z C
do již navšt́ıvené silně souvislé komponenty.

I Tedy žádný uzel z jiné komponenty než C nebude následńıkem u
během DFS GT. Uzly stromu tedy tvǒŕı silně souvislou komponentu.
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Minimálńı kostry
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Minimálńı kostra

I Prvńı algoritmus řeš́ıćı tento problém navrhl brněnský matematik
O. Bor̊uvka, 1926.

I Necht’ G = (V, E) je souvislý neorientovaný graf s váhovou funkćı

w : E→ R .

I Úkolem je naj́ıt takovou množinu hran T ⊆ E, že podgraf (V, T) je
souvislý, acyklický a

w(T) = ∑
(u,v)∈T

w(u, v)

je minimálńı.
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Př́ıklad
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Generický algoritmus

GENERIC-MST(G, w)
1 A← ∅
2 while A netvořı́ kostru
3 do najdi hranu (u, v) ∈ E bezpečnou pro A
4 A← A ∪ {(u, v)}
5 return A

I Invariant: Před každou iteraćı algoritmu je množina A podmnožinou
nějaké minimálńı kostry.

I Hrana (u, v) ∈ E je bezpečná pro A, pokud A∪ {(u, v)} je
podmnožinou nějaké minimálńı kostry.
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Pomocné definice

I Řez grafu G = (V, E) je dvojice (S, V− S), ∅ ⊆ S ⊆ V.

I Hrana (u, v) ∈ E ǩŕıž́ı řez (S, V− S), pokud jeden jej́ı konec je v S a
druhý ve V− S.

I Řez respektuje množinu A hran, pokud žádná hrana v A neǩŕıž́ı řez.

I Hrana se nazývá lehká, pokud ǩŕıž́ı řez a jej́ı hodnota je minimálńı
z hodnot všech hran, které ǩŕıž́ı řez.
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Věta 16.

I Necht’ G = (V, E) je souvislý neorientovaný graf s reálnou váhovou
funkćı w.

I Necht’ A ⊆ E je součást́ı nějaké minimálńı kostry G.
I Necht’ (S, V− S) je řez, který respektuje A.
I Necht’ (u, v) je lehká hrana ǩŕıž́ıćı (S, V− S).

Pak hrana (u, v) je bezpečná pro A.

Důkaz

I Necht’ T je minimálńı kostra G, A ⊆ T, (u, v) /∈ T.

I u v je cesta v T, tj. p̌ridáńı (u, v) vytvá̌ŕı kružnici. Necht’ nap̌r.
u ∈ S a v ∈ V− S.

I Necht’ (x, y) je hrana z cesty u v v T ǩŕıž́ıćı řez (S, V− S).
Protože řez respektuje A, (x, y) /∈ A.

I T′ = (T− {(x, y)}) ∪ {(u, v)} je kostra grafu G.
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Důkaz.

I (u, v) je lehká hrana ǩŕıž́ıćı (S, V− S) a (x, y) rovněž ǩŕıž́ı řez, tedy
w(u, v) ≤ w(x, y).

I Tedy, w(T′) = w(T)−w(x, y) + w(u, v) ≤ w(T).
I T je minimálńı kostra, proto w(T) ≤ w(T′).

I Protože A ⊆ T a (x, y) /∈ A, A ⊆ T′.
I Konečně, A∪ {(u, v)} ⊆ T′. Protože T′ je minimálńı kostra, je (u, v)

bezpečná pro A.
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Důsledek 17.

I Necht’ G = (V, E) je souvislý neorientovaný graf s reálnou váhovou
funkćı w.

I Necht’ A ⊆ E je součást́ı nějaké minimálńı kostry G.
I Necht’ C = (VC, EC) je souvislá komponenta (strom) v lese

GA = (V, A).

Pokud (u, v) je lehká hrana spojuj́ıćı C s jinou komponentou z GA, pak
(u, v) je bezpečná pro A.

Důkaz.
Řez (VC, V−VC) respektuje A a (u, v) je lehká hrana tohoto řezu. Proto
je (u, v) bezpečná pro A.
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Kruskal̊uv a Primův (Jarńık̊uv) algoritmus

I Založeny na generickém algoritmu.

I Udávaj́ı pravidlo vyb́ıraj́ıćı bezpečnou hranu, viz řádek 3 generického
algoritmu.

I V Kruskalově algoritmu je A les a bezpečná hrana p̌ridávaná do A je
hrana s nejmenš́ım ohodnoceńım spojuj́ıćı dvě r̊uzné komponenty.

I V Primově (Jarńıkově) algoritmu je A strom a bezpečná hrana
p̌ridávaná do A je hrana s nejmenš́ım ohodnoceńım spojuj́ıćı strom
s uzlem, který neńı součást́ı stromu.
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Kruskal̊uv algoritmus

KRUSKAL-MST(G, w)
1 A← ∅
2 for každý uzel v ∈ V
3 do MAKE-SET(v)
4 uspořádej hrany E do neklesajı́cı́ posloupnosti podle váhy w
5 for každou hranu (u, v) ∈ E branou v neklesajı́cı́m uspořádánı́ podle w
6 do if FIND-SET(u) 6= FIND-SET(v)
7 then A← A ∪ {(u, v)}
8 UNION(u, v)
9 return A

I Make-Set(v) vytvǒŕı množinu obsahuj́ıćı v.

I Find-Set(v) vraćı reprezentanta množiny obsahuj́ıćı v.

I Union(u, v) sjednot́ı dvě množiny obsahuj́ıćı u a v.
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Kruskal̊uv algoritmus – Složitost
KRUSKAL-MST(G, w)
1 A← ∅
2 for každý uzel v ∈ V
3 do MAKE-SET(v)
4 uspořádej hrany E do neklesajı́cı́ posloupnosti podle váhy w
5 for každou hranu (u, v) ∈ E branou v neklesajı́cı́m uspořádánı́ podle w
6 do if FIND-SET(u) 6= FIND-SET(v)
7 then A← A ∪ {(u, v)}
8 UNION(u, v)
9 return A

I Řádek 1: O(1), Řádek 4: O(m log m). Řádky 2-3: n-krát složitost
Make-Set. Řádky 5-8: O(m)-krát Find-Set a Union – záviśı na
implementaci
I Implementace seznamem s heuristikou: celkem O(m + n log n).
I Stromová implementace s váhami a zkratkami: celkem

O((m + n)α(n)), α je velmi pomalu rostoućı funkce (α(n) ≤ 4).
I G souvislý dává m ≥ n− 1. Proto množinové operace berou

O(mα(n)). Protože α(n) = O(log n) = O(log m), celková složitost
je O(m log m).

I Když si jestě všimneme, že m < n2, je log m = O(log n), proto
celkem O(m log n).
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Kruskal̊uv algoritmus – p̌ŕıklad
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Primův algoritmus

PRIM-MST(G, w, r)
1 for každý u ∈ V
2 do key[u]← ∞
3 π[u]← NIL
4 key[r]← 0
5 Q← V
6 while Q 6= ∅
7 do u← EXTRACT-MIN(Q)
8 for každý v ∈ Adj[u]
9 do if v ∈ Q a w(u, v) < key[v]
10 then π[v]← u
11 key[v]← w(u, v)

Invariant:
I A = {(v, π[v]) : v ∈ V− {r} −Q}.
I v v min. kosťre, pak v ∈ V−Q.
I v ∈ Q. Pokud π[v] 6= NIL, pak key[v] < ∞ a key[v] je hodnota lehké

hrany (v, π[v]) spojuj́ıćı v s uzlem již v min. kosťre.
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Primův algoritmus – Složitost
PRIM-MST(G, w, r)
1 for každý u ∈ V
2 do key[u]← ∞
3 π[u]← NIL
4 key[r]← 0
5 Q← V
6 while Q 6= ∅
7 do u← EXTRACT-MIN(Q)
8 for každý v ∈ Adj[u]
9 do if v ∈ Q a w(u, v) < key[v]
10 then π[v]← u
11 key[v]← w(u, v)

I Řádky 1-5: O(n) za použit́ı binárńı haldy.
I while cyklus se proved n-krát a protože Extract-Min bere

O(log n), je celková složitost všech voláńı Extract-Min
O(n log n).

I for cyklus se provede O(m)-krát, protože délka všech seznamů
sousedů je dohromady 2m.

I Řádek 9 se dá udělat v čase O(1).
I Řádek 11 bere O(log n) – provést operaci Decrease-Key v Q.
I Celkem tedy O(n log n + m log n) = O(m log n).
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Primův algoritmus – Složitost

I Použit́ım Fibonacciho haldy se dá složitost vylepšit.

I Operace Extract-Min v čase O(log n)
I Operace Decrease-Key v čase O(1).
I Celková složitost je pak O(m + n log n).
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Primův algoritmus – p̌ŕıklad
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Obrázek: Šedé hrany jsou hrany řezu.
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Nejkraťśı cesty
z jednoho do všech uzl̊u
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Nejkraťśı cesty

I Daný ohodnocený orientovaný graf G = (V, E) a

I váhová funkce w : E→ R.

I Cena cesty p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 je suma

w(p) =
k

∑
i=1

w(vi−1, vi)

I Cena nejkraťśı cesty z u do v je

δ(u, v) =

{
min{w(p) : u

p
 v} pokud ex. cesta z u do v

∞ jinak

I Nejkraťśı cesta z u do v je pak libovolná cesta p z u do v s
w(p) = δ(u, v).
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Nejkraťśı cesty – varianty

I Nejkraťśı cesty z jednoho do všech uzl̊u

I Nejkraťśı cesty ze všech uzl̊u do jednoho – p̌revráceńım orientace hran

I Z jednoho do jednoho – existuje asymptoticky rychleǰśı řešeńı než
pomoćı výše zḿıněných?

I Ze všech do všech – existuje rychleǰśı řešeńı než výše zḿıněné
spuštěné pro každý uzel.
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Podcesty nejkraťśıch cest

Lemma 18.
Necht’ G = (V, E) je ohodnocený orientovaný graf s váhovou funkćı
w : E→ R. Necht’ p = 〈v1, v2, . . . , vk〉 je nejkraťśı cesta z v1 do vk.
Pro 1 ≤ i ≤ j ≤ k, pij = 〈vi, vi+1, . . . , vj〉 je podcesta cesty p z vi do vj.
Pak pij je nejkraťśı cesta z vi do vj.

Důkaz.

I p je v1
p1i vi

pij
 vj

pjk
 vk, kde w(p) = w(p1i) + w(pij) + w(pjk).

I Necht’ ex. p′ij z vi do vj s w(p′ij) < w(pij).

I Pak v1
p1i vi

p′ij
 vj

pjk
 vk, kde w(p1i) + w(p′ij) + w(pjk) < w(p). Spor.
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Záporné hrany

I Pokud G neobsahuje záporný cyklus dosažitelný ze zdrojového uzlu s,
pak pro všechna v ∈ V, δ(s, v) z̊ustává dob̌re definována (i když má
zápornou hodnotu).

I Pokud G obsahuje záporný cyklus dosažitelný ze zdrojového uzlu s,
pak δ nez̊ustává dob̌re definována – stále procháźı cyklem a snižuje
hodnotu.

I Pokud ex. záporný cyklus na nějaké cestě z s do v, definujeme
δ(s, v) = −∞.

I Pozn. nejkraťśı cesta vždy existuje, ne však nejkraťśı sled. Algoritmy
pracuj́ı se sledy, proto výše zḿıněný problém.
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Reprezentace nejkraťśıch cest

I G = (V, E) graf.

I π[v] označuje p̌redchůdce v na nejkraťśı cestě.

I Pro vypsáńı můžeme použ́ıt proceduru Print-Path(G, s, v)
(viz ďŕıve)

I Podgraf p̌redchůdc̊u Gπ = (Vπ, Eπ) je indukovaný hodnotami π
I Vπ = {v ∈ V : π[v] 6= NIL} ∪ {s}
I Eπ = {(π[v], v) ∈ E : v ∈ Vπ − {s}}

I V okamžiku dokončeńı výpočtu algoritmu je Gπ strom nejkraťśıch
cest. Tj. kǒrenový strom obsahuj́ıćı nejkraťśı cesty ze zdroje s do
všech ostatńıch uzl̊u.
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Nejedinečnost nejkraťśıch cest – p̌ŕıklad
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Obrázek: Nejkraťśı cesty.
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Relaxace

I d[v] – odhad nejkraťśı cesty

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
1 for každý v ∈ V
2 do d[v]← ∞
3 π[v]← NIL
4 d[s]← 0

I Složitost Θ(n).

RELAX(u, v, w)
1 if d[v] > d[u] + w(u, v)
2 then d[v]← d[u] + w(u, v)
3 π[v]← u
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Algoritmus Bellman-Ford
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Algoritmus Bellman-Ford

BELLMAN-FORD(G, w, s)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2 for i← 1 to n− 1
3 do for každou hranu (u, v) ∈ E
4 do RELAX(u, v, w)
5 for každou hranu (u, v) ∈ E
6 do if d[v] > d[u] + w(u, v)
7 then return FALSE
8 return TRUE

I Pokud vrát́ı False, G obsahuje záporný cyklus.

I Pokud vrát́ı True, má v π uloženy nejkraťśı cesty.
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Bellman-Ford – p̌ŕıklad
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Obrázek: Práce algoritmu Bellman-Ford.

I Pokud (u, v) ∈ E je označená, pak π[v] = u
I Hrany se relaxuj́ı v tomto pǒrad́ı:

(t, x), (t, y), (t, z), (x, t), (y, x), (y, z), (z, x), (z, s), (s, t), (s, y).
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Algoritmus Bellman-Ford – Složitost

BELLMAN-FORD(G, w, s)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2 for i← 1 to n− 1
3 do for každou hranu (u, v) ∈ E
4 do RELAX(u, v, w)
5 for každou hranu (u, v) ∈ E
6 do if d[v] > d[u] + w(u, v)
7 then return FALSE
8 return TRUE

I Řádek 1 bere Θ(n).
I Řádky 2-4 berou n− 1-krát Θ(m).

I Řádky 5-7 berou Θ(m).

I Celkem Θ(mn).
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Algoritmus Bellman-Ford – Korektnost

Lemma 19.
Necht’ G = (V, E) je ohodnocený orientovaný graf se zdrojem s a váhovou
funkćı w : E→ R a p̌redpokládejme, že G neobsahuje žádný záporný
cyklus dosažitelný z s. Pak po n− 1 opakováńı for-cyklu na řádćıch 2-4
d[v] = δ(s, v) pro všechny v ∈ V dosažitelné z s. Pozn. d[v] = ∞, pak v
nedosažitelný z s.

Důkaz.

I Necht’ v ∈ V dosažitelný z s.

I Necht’ p = 〈v0, v1, . . . , vk〉 je nejkraťśı cesta z s do v; s = v0 a v = vk.

I p má nejvýše n− 1 hran, proto k ≤ n− 1.

I Každá z n− 1 iteraćı na řádćıch 2-4 relaxuje všech m hran.

I Mezi hranami relaxovanými v i-tém kroku je i hrana (vi−1, vi) a po
tomto kroku plat́ı d[vi] = δ(s, vi). (Dokažte indukćı.)

I Tedy po k-té iteraci je d[vk] = δ(s, vk).
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Algoritmus Bellman-Ford – Korektnost

Věta 20 (Korektnost I).

I Pokud G neobsahuje záporný cyklus dosažitelný z s, algoritmus vraćı
True a d[v] = δ(s, v) pro všechny v ∈ V.

Důkaz.

I Necht’ G neobsahuje záporný cyklus dosažitelný z s.

I Po ukončeńı algoritmu je d[v] = δ(s, v) pro všechny v ∈ V (Lemma
19)

I Nav́ıc, d[v] = δ(s, v) ≤ δ(s, u) + w(u, v) = d[u] + w(u, v). Proto
algoritmus vraćı True.
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Algoritmus Bellman-Ford – Korektnost

Věta 21 (Korektnost II).

I Pokud G obsahuje záp. cyklus dosažitelný z s, alg. vraćı False.

Důkaz.

I Záporný cyklus c = 〈v0, v1, . . . , vk〉, v0 = vk, dosažitelný z s.

I Pak ∑k
i=1 w(vi−1, vi) < 0.

I Sporem – alg. vraćı True, tj. d[vi] ≤ d[vi−1] + w(vi−1, vi) pro
i = 1, 2, . . . , k.

I Pak ale ∑k
i=1 d[vi] ≤ ∑k

i=1 d[vi−1] + ∑k
i=1 w(vi−1, vi).

I Protože v0 = vk, máme ∑k
i=1 d[vi] = ∑k

i=1 d[vi−1].

I Jelikož pro i = 1, 2, . . . , k je d[vi] < ∞, máme 0 ≤ ∑k
i=1 w(vi−1, vi).

Spor.
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Nejkraťśı cesty z jednoho do všech
uzl̊u v acyklických grafech
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Nejkraťśı cesty v acyklických grafech

I Pro acyklické grafy existuje rychleǰśı metoda než Bellman-Ford.

DAG-SHORTEST-PATHS(G, w, s)
1 Topologicky uspořádej uzly grafu G
2 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
3 for každý uzel u, brané podle topologického uspořádánı́
4 do for každý uzel v ∈ Adj[u]
5 do RELAX(u, v, w)

I Časová složitost Θ(n + m).
I Časová složitost topologického uspǒrádáńı je Θ(n + m).
I Řádek 2 má složitost Θ(n).
I Řádky 3-5 projdou každou hranu právě jednou, tj. vniťrńı cyklus se

provede m-krát. Relax je konstantńı.
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Př́ıklad

r/∞r/∞ s/0s/0 t/∞t/2t/2 x/∞x/6x/6 y/∞y/6y/5y/5 z/∞z/4z/3z/3
5 2 7 −1 −2

6 1

3 4
2

112 / 228



Korektnost

Věta 22.
Pokud ohodnocený orientovaný graf G = (V, E) má zdrojový uzel s a
žádný cyklus, pak Dag-Shortest-Paths procedura vypoč́ıtá
d[v] = δ(s, v) pro v ∈ V.

Důkaz.

I Pokud v nedosažitelný z s, pak d[v] = δ(s, v) = ∞.

I Necht’ p = 〈v0, v1, . . . , vk〉, kde s = v0 a v = vk.

I Jelikož algoritmus procháźı uzly podle topologického uspǒrádáńı, jsou
hrany p relaxovány v pǒrad́ı (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk).

I Z toho plyne, že d[vi] = δ(s, vi) po ukončeńı algoritmu (dokažte).
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Dijkstr̊uv algoritmus
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Dijkstr̊uv algoritmus

I Pouze pro ohodnocené orientované grafy bez záporných ohodnoceńı.

I w(u, v) ≥ 0 pro každou hranu (u, v) ∈ E.

I Je možno jej naimplementovat tak, že jeho časová složitost je nižš́ı
než algoritmu Bellman-Ford.
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Dijkstr̊uv algoritmus

I S je množina uzl̊u, jejichž nejkraťśı vzdálenost od s již byla vypočtena.

I Q je prioritńı fronta; uzel s min. d-hodnotou na vrcholu fronty.

DIJKSTRA(G, w, s)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
2 S← ∅
3 Q← V
4 while Q 6= ∅
5 do u←EXTRACT-MIN(Q)
6 S← S ∪ {u}
7 for každý uzel v ∈ Adj[u]
8 do RELAX(u, v, w)
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Dijkstr̊uv algoritmus – p̌ŕıklad

s/0s/0

t/∞t/10t/8t/8 x/∞x/14x/13x/9x/9

z/∞z/7z/7y/∞y/5y/5

10

5

1

9

2
7

23 46

Obrázek: Práce Dijkstrova algoritmu. Označené uzly znač́ı uzly z množiny S.
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Korektnost

Věta 23.
Dijkstr̊uv algoritmus, spuštěn na ohodnoceném orientovaném grafu
G = (V, E) bez záporných hran se zdrojem s, skonč́ı s d[v] = δ(s, v) pro
v ∈ V.

Důkaz.

I Invariant: Na začátku každého while-cyklu je d[v] = δ(s, v) pro v ∈ S.

I Plat́ı pro S = ∅.

I Necht’ u je prvńı uzel, pro nějž d[u] 6= δ(s, u) v okamžiku p̌ridáńı do S.

I Pak muśı být u 6= s, protože s je p̌ridaný jako prvńı do S a
d[s] = δ(s, s) = 0 plat́ı v okamžiku p̌ridáńı s do S.

I Protože u 6= s, je S 6= ∅ (těsně) p̌red p̌ridáńım u.

I Z p̌redpokladu d[u] 6= δ(s, u) plyne existence cesty z s do u – jinak je
d[u] = δ(s, u) = ∞.

I Existuje tedy nejkraťśı cesta p z s do u.
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Korektnost

Pokračováńı důkazu.

I Existuje tedy nejkraťśı cesta p z s do u.

I Těsně p̌red p̌ridáńım u do S spojuje p uzel s ∈ S s uzlem u ∈ V− S.

I Rozložme p následovně:

s
p1
 x→ y

p2
 u ,

kde y je prvńı uzel na cestě, který lež́ı ve V− S a x je jeho
p̌redchůdce na p.

I Podle p̌redpokladu máme, že d[x] = δ(s, x) v okamžiku p̌ridáńı x do
S.

I Jelikož v tomto okamžiku byla hrana (x, y) relaxována, d[y] = δ(s, y)
v okamžiku p̌ridáńı u do S (dokažte).
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Korektnost

Pokračováńı důkazu.

I s
p1
 x→ y

p2
 u, kde y je prvńı uzel lež́ıćı ve V− S a x je jeho

p̌redchůdce na p.

I d[y] = δ(s, y) v okamžiku p̌ridáńı u do S.

I Jelikož y lež́ı p̌red u na nejkraťśı cestě z s do u a ohodnoceńı hran je
nezáporné, máme δ(s, y) ≤ δ(s, u).

I Tedy, d[y] = δ(s, y) ≤ δ(s, u) ≤ d[u].
I Protože však oba uzly y, u ∈ V− S v okamžiku, kdy u byl vybrán, je

d[u] ≤ d[y].
I Celkem tedy d[u] = δ(s, u). Spor – špatný p̌redpoklad.

I V okamžiku ukončeńı je Q = ∅. Jelikož Q = V− S (rozmyslete si), je
S = V. Proto d[v] = δ(s, v) pro v ∈ V.

I Hotovo – uff. . . .
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Složitost Dijkstrova algoritmu
Prioritńı fronta implementována pomoćı pole

I Insert a Decrease-Key čas O(1).
I Extract-Min čas O(n), provede se pro každý uzel (̌rádek 5).

I Relax na řádku 8 se provede m-krát.

I Celkem O(n2 + m) = O(n2).

I Pro ř́ıdké grafy, |E| = o(n2/ log n), lze dostat časovou složitost
O(m log n) (pomoćı binárńı haldy).

I Obecně, použit́ım Fibonacciho haldy dostaneme časovou složitost
O(n log n + m).
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Nejkraťśı cesty
ze všech uzl̊u do všech ostatńıch

uzl̊u

122 / 228



Nejkraťśı cesty

I Daný ohodnocený orientovaný graf G = (V, E) a

I váhová funkce w : E→ R.

I Možno n-krát použ́ıt algoritmus pro nalezeńı nejkraťśı cesty z daného
uzlu do všech ostatńıch.

I Dijkstr̊uv algoritmus: Čas O(n3 + nm) = O(n3) pro pole, či
O(n2 log n + nm) pro Fibonacciho haldu.

I Pokud povoĺıme záporné hrany, muśıme použ́ıt algoritmus
Bellman-Ford, tj. čas O(n2m), což je na hustých grafech O(n4).
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Nejkraťśı cesty

I Na rozd́ıl od p̌redchoźı části zde použ́ıváme matici sousednosti
W = (wij), kde

wij =


0 pro i = j,
w(i, j) pro i 6= j a (i, j) ∈ E,
∞ pro i 6= j a (i, j) /∈ E

I Připoušt́ıme záporné hrany.

I Zat́ım se omeźıme na grafy bez záporných cykl̊u.

I Výsledek v matici D = (dij), kde dij = δ(i, j) po ukončeńı algoritmu.

I Matice p̌redchůdc̊u Π = (πij), kde πij je

1. NIL, pokud i = j nebo neexistuje cesta z i do j,
2. p̌redchůdce j na nějaké nejkraťśı cestě z i.
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Výpis nejkraťśıch cest

PRINT-ALL-SHORTEST-PATH(Π, i, j)
1 if i = j
2 then print i
3 else if πij = NIL
4 then print “Cesta z” i “do” j “neexistuje!”
5 else PRINT-ALL-SHORTEST-PATH(Π, i, πij)
6 print j
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Násobeńı matic
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Násobeńı matic – struktura nejkraťśıch cest

I Reprezentace – matice sousednosti W = (wij).

I Necht’ p je nejkraťśı cesta z i do j, která má m′ hran.

I Pokud p nemá záporný cyklus, pak m′ < ∞.

I Pro i = j je m′ = 0 a wij = δ(i, j) = 0.

I Pro i 6= j rozložme cestu p takto:

i
p′
 k→ j ,

kde p′ má m′ − 1 hran.

I p′ je nejkraťśı cesta z i do k – rozmyslete – proto
δ(i, j) = δ(i, k) + wkj.
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Násobeńı matic – rekurze

I Necht’ l(m)
ij je minimálńı ohodnoceńı ze všech cest z i do j, které

obsahuj́ı nejvýše m hran.

I m = 0, právě když i = j. Tedy l(0)ij =

{
0 pro i = j
∞ pro i 6= j

I l(m)
ij = min(l(m−1)

ij , min
1≤k≤n

{l(m−1)
ik + wkj}) = min

1≤k≤n
{l(m−1)

ik + wkj}.

I Nejkraťśı cesta z i do j má nejvýše n− 1 hran, proto

δ(i, j) = l(n−1)
ij = l(n)ij = l(n+1)

ij = . . . .

(Když tam neńı záporný cyklus.)
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Násobeńı matic – výpočet

I Vstupńı matice W = (wij).

I Vypočteme matice L(1), L(2), . . . , L(n−1), kde pro m = 1, 2, . . . , n− 1,

L(m) = (l(m)
ij ) .

I L(n−1) pak obsahuje hodnoty nejkraťśıch cest.

I l(1)ij = wij, tj. L(1) = W.
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Srdce algoritmu

EXTEND-SHORTEST-PATHS(L, W)
1 n← rows[L]
2 Necht’ L′ = (l′ij) je matice řádu n
3 for i← 1 to n
4 do for j← 1 to n
5 do l′ij ← ∞
6 for k← 1 to n
7 do l′ij ← min(l′ij, lik + wkj)

8 return L′

I rows[L] znač́ı počet řádk̊u L.

I Časová složitost Θ(n3).
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Konečně souvislost s násobeńım matic

I Necht’ C = A · B, kde A a B jsou matice řádu n.

I Pak

cij =
n

∑
k=1

aik · bkj

I Pro srovnáńı
l(m)
ij = min

1≤k≤n
{l(m−1)

ik + wkj}
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Najděte 3 rozd́ıly (mimo názvu a pojmenováńı proměnných)

EXTEND-SHORTEST-PATHS(L, W)
1 n← rows[L]
2 Necht’ L′ = (l′ij) je matice řádu n
3 for i← 1 to n
4 do for j← 1 to n
5 do l′ij ← ∞
6 for k← 1 to n
7 do l′ij ← min(l′ij, lik + wkj)

8 return L′

MATRIX-MULTIPLY(A, B)
1 n← rows[A]
2 Necht’ C = (cij) je matice řádu n
3 for i← 1 to n
4 do for j← 1 to n
5 do cij ← 0
6 for k← 1 to n
7 do cij ← cij + aik · bkj
8 return C
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Zase násobeńı matic

I Zápisem X · Y označme matici vypočtenou procedurou
Extend-Shortest-Paths(X, Y).

I Pak poč́ıtáme sekvenci matic

L(1) = L(0) ·W = W
L(2) = L(1) ·W = W2

L(3) = L(2) ·W = W3

...

L(n−1) = L(n−2) ·W = Wn−1

kde Wn−1 obsahuje hodnoty nejkraťśıch cest.
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Pomalá metoda

SLOW-ALL-SHORTEST-PATHS(W)
1 n← rows[W]

2 L(1) ←W
3 for m← 2 to n− 1
4 do L(m) ← EXTEND-SHORTEST-PATHS(L(m−1), W)

5 return L(n−1)

I Složitost Θ(n4).
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Rychlá (rychleǰśı) metoda

I Jak zrychlit?

I Pokud nemáme záporný cyklus, pak L(m) = L(n−1) pro m ≥ n− 1.

I Násobeńı matic definované procedurou Extend-Shortest-Paths
je asociativńı.

I Nemuśıme tedy poč́ıtat n− 1 násobeńı, ale pouze dlog n− 1e
I Poč́ıtáme sekvenci matic

L(1) = W
L(2) = W2

L(4) = W4 = W2 ·W2

L(8) = W8 = W4 ·W4

...

L(2dlog n−1e) = W(2dlog n−1e) = W2dlog n−1e−1 ·W2dlog n−1e−1

Protože 2dlog n−1e ≥ n− 1, je L(2dlog n−1e) = L(n−1).
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Rychlá (rychleǰśı) metoda

FAST-ALL-SHORTEST-PATHS(W)
1 n← rows[W]

2 L(1) ←W
3 m← 1
4 while m < n− 1
5 do L(2m) ← EXTEND-SHORTEST-PATHS(L(m), L(m))
6 m← 2m
7 return L(m)

I Složitost Θ(n3 log n).

136 / 228



Floyd-Warshall̊uv algoritmus
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Floyd-Warshall̊uv algoritmus

I Připoušt́ıme záporné hrany.

I Avšak p̌redpokládáme, že nemáme záporné cykly.
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Struktura nejkraťśıch cest

I Vniťrńı uzel nejkraťśı cesty p = 〈v1, v2, . . . , vk〉 je libovolný uzel vi pro
1 < i < k.

I Necht’ {1, 2, . . . , k} ⊆ V = {1, 2, . . . , n}.
I Pro i, j ∈ V, uvažme všechny cesty z i do j, kde vniťrńı uzly jsou

z množiny {1, 2, . . . , k}.
I Necht’ p je nejkraťśı taková cesta.
I Floyd-Warshall̊uv algoritmus využ́ıvá vztahu mezi cestou p a nejkraťśı

cestou z i do j, která má vniťrńı uzly z množiny {1, 2, . . . , k− 1}.
I k neńı vniťrńı uzel p, pak všechny vniťrńı uzly p jsou z {1, 2, . . . , k− 1}.

Tedy nejkraťśı cesta z i do j s vniťrńımi uzly z {1, 2, . . . , k− 1} je
rovněž nejkraťśı cesta z i do j s vniťrńımi uzly z {1, 2, . . . , k}.

I k je vniťrńı uzel p, pak i
p1 k

p2 j. Přitom p1 je nejkraťśı cesta z i do k
s vniťrńımi uzly z {1, 2, . . . , k− 1} a p2 je nejkraťśı cesta z k do j
s vniťrńımi uzly z {1, 2, . . . , k− 1}.
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Rekurze

I Necht’ d(k)ij je ohodnoceńı nejkraťśı cesty z i do j, která má vniťrńı uzly

pouze z množiny {1, 2, . . . , k}.
I k = 0, právě když d(0)ij = wij. Tedy

d(k)ij =

{
wij pro k = 0
min(d(k−1)

ij , d(k−1)
ik + d(k−1)

kj ) pro k ≥ 1

I Protože všechny vniťrńı uzly jsou z množiny V = {1, 2, . . . , n},
matice D(n) = (d(n)ij ) dává d(n)ij = δ(i, j) pro i, j ∈ V.

140 / 228



Výpočet

FLOYD-WARSHALL(W)
1 n← rows[W]

2 D(0) ←W
3 for k← 1 to n
4 do for i← 1 to n
5 do for j← 1 to n
6 do d(k)ij ← min(d(k−1)

ij , d(k−1)
ik + d(k−1)

kj )

7 return D(n)

I Složitost Θ(n3).
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Konstrukce nejkraťśı cesty

π
(0)
ij =

{
NIL pro i = j nebo wij = ∞
i pro i 6= j a wij < ∞

Pro k ≥ 1,

π
(k)
ij =


π
(k−1)
ij pro d(k−1)

ij ≤ d(k−1)
ik + d(k−1)

kj

π
(k−1)
kj pro d(k−1)

ij > d(k−1)
ik + d(k−1)

kj
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Tranzitivńı uzávěr grafu

I Dán orientovaný graf G = (V, E), V = {1, 2, . . . , n}.
I Tranzitivńı uzávěr grafu G je graf G∗ = (V, E∗), kde

E∗ = {(i, j) : existuje cesta z i do j v G} .

I Ohodnot’me hrany hodnotou 1 a spust’me Floyd-Warshall̊uv
algoritmus (Θ(n3)).
I Pokud existuje cesta z i do j, pak dij < n.
I Jinak je dij = ∞.

I Lze trochu vylepšit. . . .
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Tranzitivńı uzávěr grafu II

I Použijme logické spojky ∨ a ∧ ḿısto min a +.

I Definujme t(k)ij , i, j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, tak, že je rovno 1, pokud

existuje cesta z i do j s vniťrńımi uzly z {1, 2, . . . , k}, jinak 0.

I Tedy

t(0)ij =

{
0 pro i 6= j a (i, j) /∈ E
1 pro i = j nebo (i, j) ∈ E

a pro k ≥ 1,

t(k)ij = t(k−1)
ij ∨

(
t(k−1)
ik ∧ t(k−1)

kj

)
.

I Stejně jako ve Floyd-Warshallově algoritmu máme ťri for-cykly, tedy
složitost Θ(n3). Proč je lepš́ı?

I Protože logické operace na bitech jsou obvykle rychleǰśı než
aritmetické operace na integerech. Nav́ıc, v paměti jsou jen bity, ne
bajty.
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Toky v śıti
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Śıt’

I śıt’ G = (V, E) je orientovaný graf,

I kde každá hrana (u, v) ∈ E má nezápornou kapacitu c(u, v) ≥ 0.

I Necht’ c(u, v) = 0, pokud (u, v) /∈ E.

I Jsou specifikovány dva uzly: zdroj s a spoťrebič t
I Každý uzel lež́ı na cestě z s do t, tj. s v t pro každý v ∈ V.

I Śıt’ je tedy souvislý graf a m ≥ n− 1.
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Śıt’ – p̌ŕıklad

s

v1

v2 v4

v3

t

16

13

12

14

9

20

7

4

104
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Tok v śıti

I Tok v śıti G je reálná funkce f : V×V → R splňuj́ıćı:

1. Pro každé u, v ∈ V, f (u, v) ≤ c(u, v).

2. Pro každé u, v ∈ V, f (u, v) = −f (v, u).

3. Pro každé u ∈ V− {s, t}, ∑
v∈V

f (u, v) = 0.

I Posledńı podḿınka ř́ıká, že to, co vtéká do uzlu u z něj také vytéká.

I f (u, v) se nazývá tok z uzlu u do uzlu v.

I Velikost toku je definována jako

|f | = ∑
v∈V

f (s, v) .
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Tok v śıti – p̌ŕıklad

s

v1

v2 v4

v3

t

11/16

8/13

12/12

11/14

4/9

15/20

7/7

4/4

0/101/4

I Na hranách jsou hodnoty f (u, v)/c(u, v).
I Ově̌rte, že jde o tok v śıti.

I |f | =???
I |f | = 19.
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Maximálńı tok

I Máme danou śıt’ G se zdrojem s a spoťrebičem t.
I Hledáme tok maximálńı velikosti.
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V́ıce zdroj̊u a spoťrebič̊u

s1

s2

v1

v2 v4

v3

t1

t2

s

s1

s2

t1

t2

t

16

13

12

14

9

20

7

4

104

∞

∞

∞

∞

I Co s t́ım?

I Vytvǒŕıme nový zdroj a spoťrebič a nastav́ıme novým hranám
kapacitu c na ∞.
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Práce s toky

I Pro X, Y ⊆ V, definujme f (X, Y) = ∑
x∈X

∑
y∈Y

f (x, y).

I Pak plat́ı, že |f | = f (s, V).

I Pro X ⊆ V, f (X, X) = 0 — s každým f (u, v) máme i f (v, u).
I Pro X, Y ⊆ V, f (X, Y) = −f (Y, X).

I Pro X, Y, Z ⊆ V, X ∩ Y = ∅,

f (X ∪ Y, Z) = f (X, Z) + f (Y, Z)

a
f (Z, X ∪ Y) = f (Z, X) + f (Z, Y) .
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Práce s toky – p̌ŕıklad

Dokažte, že |f | = f (V, t).

Důkaz.

I |f | = f (s, V)

I V́ıme f (V, V) = f (s, V) + f (V− s, V) – výše.

I Tedy f (s, V) = f (V, V)− f (V− s, V).

I V́ıme f (V, V) = 0 – výše.

I Tedy f (s, V) = −f (V− s, V) = f (V, V− s).
I V́ıme f (V, V− s) = f (V, t) + f (V, V− s− t) – výše.

I Z p̌rechoźıho a vlastnosti toku v́ıme, že f (V, V− s− t) =
−f (V− s− t, V) = − ∑

u∈V−{s,t}
∑

v∈V
f (u, v) = − ∑

u∈V−{s,t}
0 = 0.

I Tedy |f | = f (V, t).
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Ford-Fulkersonova metoda
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Ford-Fulkersonova metoda

I Pro nalezeńı maximálńıho toku v śıti.

I Ne algoritmus, protože existuje několik implementaćı s odlǐsnou
složitost́ı.

FORD-FULKERSON-METHOD(G, s, t)
1 inicializuj f (u, v) = 0 pro u, v ∈ V
2 while existuje zlepšujı́cı́ cesta p
3 do zlepši tok f podle p
4 return f

I Zlepšuj́ıćı cesta je cesta z s do t, kde můžeme zvěťsit tok.
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Reziduálńı śıt’

s

v1

v2 v4

v3

t

11/16

8/13

12/12

11/14

4/9

15/20

7/7

4/4

0/101/4

I Reziduálńı kapacita hrany (u, v) je

cf (u, v) = c(u, v)− f (u, v) .

I Nap̌r. cf (s, v1) = 16− 11 = 5.

I Tok f (u, v) tedy může být zlepšen až o 5 jednotek.
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Reziduálńı śıt’

I Necht’ G = (V, E) je śıt’ a f je tok v śıti G.

I Reziduálńı śıt’ śıtě G indukovaná tokem f je śıt’ Gf = (V, Ef ), kde

Ef = {(u, v) ∈ V×V : cf (u, v) > 0} .

I Plat́ı, že |Ef | ≤ 2|E| – rozmyslete.
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Śıt’ a jej́ı reziduálńı śıt’

s

v1

v2 v4

v3

t

11/16

8/13

12/12

11/14

4/9

15/20

7/7
4/4

0/101/4

s

v1

v2 v4

v3

t

5

11

5

8

12

3

11

5

4

5

15
7

4

3 11

I Pozor! f (v1, v2) = 0 + (−1), proto cf (v1, v2) = 10− (−1) = 11.
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Reziduálńı śıt’

Lemma 24.
Necht’ G = (V, E) je śıt’ a f je tok v G. Necht’ Gf je reziduálńı śıt’ G
indukovaná f a necht’ f ′ je tok v Gf .
Pak f + f ′ je tok v G s hodnotou |f + f ′| = |f |+ |f ′|.

Důkaz.

I Spoč́ıvá v ově̌reńı podḿınek z definice toku.
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Podḿınka 1

Chceme ukázat (f + f ′)(u, v) ≤ c(u, v).

Důkaz.

I f ′(u, v) ≤ cf (u, v).
I (f + f ′)(u, v) = f (u, v) + f ′(u, v)

≤ f (u, v) + (c(u, v)− f (u, v))
= c(u, v).
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Podḿınka 2

Chceme ukázat (f + f ′)(u, v) = −(f + f ′)(v, u).

Důkaz.

I (f + f ′)(u, v) = f (u, v) + f ′(u, v)
= −f (v, u)− f ′(v, u)
= −(f (v, u) + f ′(v, u))
= −(f + f ′)(v, u).
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Podḿınka 3

Chceme ukázat, že pro u ∈ V− {s, t}, ∑
v∈V

(f + f ′)(u, v) = 0.

Důkaz.

I ∑
v∈V

(f + f ′)(u, v) = ∑
v∈V

(f (u, v) + f ′(u, v))

= ∑
v∈V

f (u, v) + ∑
v∈V

f ′(u, v)

= 0 + 0 = 0.
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Velikost výsledného toku

I |f + f ′| = ∑
v∈V

(f + f ′)(s, v)

= ∑
v∈V

(f (s, v) + f ′(s, v))

= ∑
v∈V

f (s, v) + ∑
v∈V

f ′(s, v)

= |f |+ |f ′|.
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Zlepšuj́ıćı cesta – p̌ŕıklad

I Necht’ G = (V, E) je śıt’ a f tok.

I Zlepšuj́ıćı cesta p je jednoduchá cesta z s do t.

s

v1

v2 v4

v3

t

5

11

5

8

12

3

11

5

4

5

15
7

4

3 11

I Pomoćı této cesty můžeme zlepšit tok o 4 jednotky.

I Reziduálńı kapacita zlepšuj́ıćı cesty p je

cf (p) = min{cf (u, v) : (u, v) je na cestě p} .
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Lemma 25.
Necht’ G = (V, E) je śıt’, f jej́ı tok a p zlepšuj́ıćı cesta v Gf . Definujme
funkci

fp(u, v) =


cf (p) pro (u, v) na p
−cf (p) pro (v, u) na p
0 jinak

Pak fp je tok v Gf velikosti |fp| = cf (p) > 0.

Důkaz.
DÚ.

Důsledek 26.
Necht’ f ′ = f + fp. Pak f ′ je tok v G velikosti |f ′| = |f |+ |fp| > |f |.
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Reziduálńı śıt’ a jej́ı zlepšeńı o 4 na s v2  v3  t

s

v1

v2 v4

v3

t

11/16

8/13

12/12

11/14

4/9

15/20

7/7

4/4

0/101/4

s

v1

v2 v4

v3

t

11/16

12/13

12/12

11/14

0/9

19/20

7/7

4/4

0/101/4
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Řez v śıti
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Řez v śıti

I Řez v śıti G = (V, E) je rozklad množiny V na S a T = V− S takový,
že s ∈ S a t ∈ T.

I Tok řezem je definován jako f (S, T).
I Kapacita řezu (S, T) je c(S, T).
I Minimálńı řez je řez s minimálńı kapacitou.
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Řez v śıti – p̌ŕıklad

s

v1

v2 v4

v3

t

11/16

8/13

12/12

11/14

4/9

15/20

7/7

4/4

0/101/4

I Tok řezem f ({s, v1, v2}, {v3, v4, t}) =
f (v1, v3) + f (v2, v3) + f (v2, v4) = 12 + (−4) + 11 = 19.

I Kapacita řezu
c({s, v1, v2}, {v3, v4, t}) = c(v1, v3) + c(v2, v4) = 12 + 14 = 26.
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Vlastnosti

Lemma 27.
Necht’ f je tok v G se zdrojem s a spoťrebičem t a necht’ (S, T) je řez G.
Pak |f | = f (S, T).

Důkaz.

I f (S, T) = f (S, V)− f (S, S)
= f (S, V)

= f (s, V) + f (S− {s}, V)

= f (s, V)

= |f |
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Vlastnosti

Důsledek 28.
Velikost libovolného toku f v G je shora omezena kapacitou libovolného
řezu v G.

Důkaz.

I |f | = f (S, T)
= ∑

u∈S
∑
v∈T

f (u, v)

≤ ∑
u∈S

∑
v∈T

c(u, v)

= c(S, T)

Velikost maximálńıho toku je vždy nejvýše kapacita minimálńıho řezu.
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Hlavńı věta

Necht’ f je tok v G se zdrojem s a spoťrebičem t. Pak následuj́ıćı je
ekvivalentńı.

1. f je maximálńı tok.

2. Reziduálńı śıt’ Gf nemá zlepšuj́ıćı cestu.

3. |f | = c(S, T) pro nějaký řez (S, T) v G.

Důkaz.

I (1)⇒ (2):
I Necht’ f je maximálńı a p je zlepšuj́ıćı cesta v G.
I Pak ale f + fp je tok v G a |f + fp| > |f |. Spor.
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Hlavńı věta
Necht’ f je tok v G se zdrojem s a spoťrebičem t. Pak následuj́ıćı je
ekvivalentńı.

1. f je maximálńı tok.

2. Reziduálńı śıt’ Gf nemá zlepšuj́ıćı cestu.

3. |f | = c(S, T) pro nějaký řez (S, T) v G.

Důkaz.

I (2)⇒ (3):
I Necht’ Gf nemá zlepšuj́ıćı cestu, tj. v Gf neexistuje cesta z s do t.
I Necht’

S = {v ∈ V : existuje cesta z s do v v Gf }
I a necht’ T = V− S.
I Protože s ∈ S a t ∈ T je (S, T) řez v G.
I Pro u ∈ S a v ∈ T máme f (u, v) = c(u, v), jinak (u, v) ∈ Ef a to dává

v ∈ S.
I |f | = f (S, T) = c(S, T).
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Hlavńı věta

Necht’ f je tok v G se zdrojem s a spoťrebičem t. Pak následuj́ıćı je
ekvivalentńı.

1. f je maximálńı tok.

2. Reziduálńı śıt’ Gf nemá zlepšuj́ıćı cestu.

3. |f | = c(S, T) pro nějaký řez (S, T) v G.

Důkaz.

I (3)⇒ (1):
I |f | ≤ c(S, T) pro libovolný řez (S, T).
I Z |f | = c(S, T) plyne maximalita f .
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Základńı Ford-Fulkersonův
algoritmus
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Základńı Ford-Fulkersonův algoritmus

FORD-FULKERSON(G, s, t)
1 for každou hranu (u, v) ∈ E
2 do f [u, v]← 0
3 f [v, u]← 0
4 while existuje cesta p z s do t v reziduálnı́ sı́ti G f
5 do c f (p)← min{c f (u, v) : (u, v) na p}
6 for každou hranu (u, v) na p
7 do f [u, v]← f [u, v] + c f (p)
8 f [v, u]← − f [u, v]

I Složitost záviśı na řádku 4.

I Prohledáváńı do š́ı̌rky dává složitost O(nm2) – tzv. Edmonds-Karpův
algoritmus.
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Základńı Ford-Fulkersonův algoritmus – p̌ŕıklad

s

v1

v2 v4

v3

t

16125

411

1351

812

128

412

14103

411

959

4

201351

71519
7 7

4

4

103114113

Obrázek: Reziduálńı śıt’ a cesta v ńı z s do t.

s

v1

v2 v4

v3

t

0/164/164/1611/1611/16

0/138/138/1312/1312/13

0/124/124/1212/1212/12

0/144/144/1411/1411/14

0/94/94/90/90/9

0/207/207/2015/2015/2019/2019/20

0/77/77/7
0/44/44/4

0/107/107/100/100/100/41/41/4

Obrázek: Vylepšený tok podle výše uvedené cesty. 177 / 228



Maximálńı párováńı v bipartitńım
grafu
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Maximálńı párováńı v bipartitńım grafu

I Necht’ G = (V, E) je neorientovaný graf.

I Párováńı v G je podmožina hran M ⊆ E taková, že pro každý uzel
v ∈ V, v je incidentńı s nejvýše jednou hranou z M.

I Uzel je popárován, pokud je incidentńı s nějakou hranou z M.

I Maximálńı párováńı je párováńı s maximálńı kardinalitou.

I Omezujeme se pouze na bipartitńı grafy, tj. takové, kde V se dá
rozložit na V = L∪ R, R∩ L = ∅ a E ⊆ L× R.

I Použijeme Ford-Fulkersonovu metodu.
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Transformace na problém nalezeńı maximálńıho toku

Obrázek: Bipartitńı graf a odpov́ıdaj́ıćı śıt’. Vyznačeno maximálńı párováńı a
maximálńı tok (kapacita hran 1)

I Složitost O(nm).
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Barveńı graf̊u
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Notace

I Necht’ G = (V, E) je graf.

I Ćıl: obarvit hrany/uzly tak, aby žádné dvě incidentńı hrany (dva
incidentńı uzly) neměly stejnou barvu.

I Formálně, obarveńı je funkce

f : E→ B

(f : V → B), kde B je nějaká množina barev a f (e1) 6= f (e2) pro
e1 ∩ e2 6= ∅ (f (u) 6= f (v), pokud {u, v} je hrana).

I ψe(G) znač́ı minimálńı počet barev poťrebný k hranovému obarveńı G.

I ψv(G) znač́ı minimálńı počet barev poťrebný k (vrcholovému)
obarveńı G.

I ∆ znač́ı maximálńı stupeň grafu G.
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Hranové barveńı graf̊u
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Hranové barveńı graf̊u

I Jednoduché pozorováńı

I ∆ ≤ ψe(G).
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Hranové barveńı graf̊u

Věta 29.
Pokud je G bipartitńı, pak ψe(G) = ∆.

Důkaz

I Indukćı k mohutnosti množiny hran.

I |E| = 1 – snadné.

I Necht’ všechny až na jednu hranu jsou obarveny nejvýše ∆ barvami.

I Necht’ (u, v) je neobarvená hrana.

I Protože máme k dispozici ∆ barev, alespoň jedna barva neńı
incidentńı s u a alespoň jedna neńı incidentńı s v.

I Pokud jsou tyto dvě barvy stejné, tak máme hotovo.

I Necht’ jsou tedy r̊uzné, označené postupně C1 a C2.
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Hranové barveńı graf̊u

I Necht’ jsou tedy r̊uzné, označené postupně C1 a C2.

I Necht’ Hu(C1, C2) je podgraf obsahuj́ıćı u a všechny hrany dosažitelné
z u obarvené pouze barvami C1 a C2.

I Protože (u, v) je hrana, paťŕı u a v do r̊uzných komponent
bipartitńıho grafu.

I Pak ale každá cesta z u do v v Hu(C1, C2) muśı ḿıt posledńı hranu
obarvenou C2.

I Hrana obarvená C2 však neńı incidentńı s v, proto v neńı v
Hu(C1, C2).

I Záměnou barev C1 za C2 a naopak v Hu(C1, C2) dostaneme, že C2
neńı incidentńı s u.

I (u, v) tedy může být obarvena C2.
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Hranové barveńı graf̊u

Věta 30.

Pokud je G úplný graf s n uzly, pak ψe(G) =

{
∆ n sudé
∆ + 1 n liché

Důkaz

I Pokud je n liché, nakresleme graf jako pravidelný polygon (viz dále).

I Obarv́ıme hraničńı hrany barvami 1 až n = ∆ + 1.

I Každá vniťrńı hrana je obarvena stejně, jako s ńı paralelńı hrana.
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Hranové barveńı graf̊u

1
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4
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Hranové barveńı graf̊u

I Nejde obarvit ∆ = n− 1 barvami:

I Pokud by šlo, pak protože G má 1
2 n(n− 1) hran, alespoň 1

2 n hran by
mělo stejnou barvu.

I Necht’ M ⊆ E taková, že žádné dvě hrany z M nejsou incidentńı.

I Pak |M| ≤ 1
2 (n− 1) – (dokažte).

1

4

2

5

2
5

3

3

1

4
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Hranové barveńı graf̊u
I Konečně, necht’ n je sudé.
I D́ıvejme se na G jako na úplný graf G′ na n− 1 uzlech s jedńım

uzlem nav́ıc spojeným se všemi ostatńımi uzly.
I Použijme p̌redchoźı postup na G′.
I V každém uzlu scháźı jedna barva.
I Tyto barvy jsou navzájem r̊uzné, proto můžeme ony nové hrany jimi

obarvit.
I Použito pouze ∆ = n− 1 barev.
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Hranové barveńı graf̊u

Věta 31.
Necht’ G je prostý graf. Pak ∆ ≤ ψe(G) ≤ ∆ + 1.

Důkaz

I Nutno ukázat, že ψe(G) ≤ ∆ + 1.

I Indukćı k počtu hran.

I Pro jednu hranu plat́ı.

I Necht’ tedy všechny hrany kromě hrany (v0, v1) jsou obarveny nejvýše
∆ + 1 barvami.

I Alespoň jedna barva neńı ve v0 a alespoň jedna neńı ve v1.

I Pokud jde o tutéž barvu, hotovo.
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Hranové barveńı graf̊u

I Necht’ tedy C0 je barva, která neńı ve v0 a C1 neńı ve v1.
I Konstruujme posloupnost hran (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3), . . . tak, že

I Ci neńı ve vi a
I (v0, vi+1) má barvu Ci.

I Mějme tedy posloupnost (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3), . . . , (v0, vi) a
C1, C2, C3, . . . , Ci, pro nějaké i ≥ 0.

I Všimněme si, že máme nejvýše jednu hranu, (v0, v), s barvou Ci.
I Pokud takové v existuje a v /∈ {v1, v2, . . . , vi}, pak p̌ridáme hranu

(v0, vi+1), kde vi+1 = v, a Ci+1 je barva, která neńı ve vi+1.
I Jinak ukonč́ıme budováńı posloupnosti.

I Každá posloupnost konč́ı s nejvýše ∆ prvky.
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Hranové barveńı graf̊u

I Necht’ výsledná posloupnost je (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3), . . . , (v0, vj) a
C1, C2, C3, . . . , Cj, pro nějaké j ≥ 0.

i) Neexistuje hrana (v0, v) s barvou Cj, pak uděláme následuj́ıćı
p̌rebarveńı (X 6= Cj):

v0

v1

v2

vj−1

vj

X

C1

Cj−2

Cj−1

=⇒ v0

v1

v2

vj−1

vj

C1

C2

Cj−1

Cj
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Hranové barveńı graf̊u

I Necht’ výsledná posloupnost je (v0, v1), (v0, v2), (v0, v3), . . . , (v0, vj) a
C1, C2, C3, . . . , Cj, pro nějaké j ≥ 0.

ii) Necht’ existuje k < j takové, že (v0, vk) má barvu Cj.
I Pak pro i < k p̌rebarv́ıme hrany jako výše, tj. (v0, vi) dostane barvu Ci.
I (v0, vk) z̊ustane neobarvená.

I Každá komponenta H(C0, Cj) – podgraf obsahuj́ıćı všechny hrany
barvy C0 a Cj – je bud’ cesta, nebo cyklus, protože každý uzel má
nejvýše jednu hranu barvy C0 a jednu barvy Cj.

I Alespoň jedna barva z C0 a Cj neńı v každém z uzl̊u v0, vk, vj.

I Proto ne všechny v jedné komponentě H(C0, Cj):

v0
Cj→ x X→ y . . .

C0→ vk a už se nedostaneme do vj.
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Hranové barveńı graf̊u

a) v0 /∈ Hvk(C0, Cj) – komponenta H(C0, Cj) obsahuj́ıćı vk – pak
C0 ↔ Cj v Hvk(C0, Cj), což dává, že C0 neńı ve vk.

I C0 neńı ani ve v0, proto obarv́ıme (v0, vk) barvou C0.

b) v0 /∈ Hvj(C0, Cj), pak p̌rebarv́ıme

I (v0, vi) barvou Ci, k ≤ i < j,
I (v0, vj) z̊ustane neobarvená.

I Při p̌rebarveńı se nepoužila ani C0, ani Cj, proto H(C0, Cj)
nezměněno.

I Opět C0 ↔ Cj v Hvj(C0, Cj) a máme, že C0 neńı ve vj.

I Obarv́ıme (v0, vj) barvou C0.
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Hranové barveńı graf̊u

I Předchoźı důkaz dává polynomiálńı algoritmus.

I Vid́ıte ho? :-)

I Jaká je složitost?

I Problém, zda ψe(G) = ∆ je NP-úplný.
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(Vrcholové) barveńı graf̊u
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Barveńı graf̊u

I Je graf obarvitelný nejvýše k barvami? je NP-úplný problém.
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Barveńı graf̊u

Věta 32.
Libovolný (prostý) graf G lze obarvit ∆ + 1 barvami.

Důkaz.

I Indukćı k n.

I n = 1, hotovo.

I Pokud p̌ridáme uzel u, pak bude spojen nejvýše s ∆ jinými uzly.

I Barev máme ∆ + 1, proto můžeme u obarvit nějakou barvou.
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Barveńı graf̊u

I Ve věťsině p̌ŕıpadů ale plat́ı, že ψv(G) < ∆ + 1.

I Př́ıklad:

I G planárńı, pak ψv(G) ≤ 4, p̌ritom ∆ = k, pro libovolné k > 0.

I Rychlosoutěž: Jaký algoritmus na obarveńı uzl̊u vás napadne?
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Chromatický polynom
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Chromatický polynom

I Necht’ Pk(G) označuje počet způsobů obarveńı grafu G k barvami.

I Pk(G) je polynom.
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Chromatický polynom

a

b

c d

Obrázek: Graf G1.

I b . . . dostane libovolnou z k barev.

I a, c, d . . . libovolnou z k− 1 zbývaj́ıćıch barev.

I Pk(G1) = k(k− 1)3

I Obecně, necht’ Tn je strom na n uzlech. Pak Pk(Tn) = k(k− 1)n−1.
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Chromatický polynom

a

b

c

Obrázek: Graf G2.

I a . . . dostane libovolnou z k barev.

I b . . . libovolnou z k− 1 zbývaj́ıćıch barev.

I c . . . libovolnou z k− 2 zbývaj́ıćıch barev.

I Pk(G2) = k(k− 1)(k− 2)
I Obecně, necht’ Kn je úplný graf na n uzlech.

I Pak Pk(Kn) =
k!

(k−n)!
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Chromatický polynom

a

b

c

Obrázek: Graf G′2.

I a . . . dostane libovolnou z k barev.

I b . . . libovolnou z k barev.

I c . . . libovolnou z k barev.

I Pk(G′2) = k3

I Obecně, necht’ Φn je graf na n uzlech bez hran.

I Pak Pk(Φn) = kn
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Chromatický polynom

I Plat́ı: Pokud k < ψv(G), pak Pk(G) = 0.

I Necht’ G je graf.

I Jak sestrojit Pk(G)?

I Značeńı:

I G− (u, v) je graf vzniklý z G odebráńım hrany (u, v)
I G ◦ (u, v) je graf vzniklý z G sloučeńım uzl̊u u a v.
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Chromatický polynom

Věta 33.
Necht’ (u, v) je hrana v G, pak

Pk(G) = Pk(G− (u, v))− Pk(G ◦ (u, v)) .

Důkaz.

I Pk(G) je počet obarveńı, kde u a v maj́ı r̊uznou barvu.

I Všechna tato obarveńı jsou zahrnuta i v Pk(G− (u, v)).
I Pk(G− (u, v)) však nav́ıc obsahuje i ta obarveńı, kde u a v maj́ı

stejnou barvu.

I Odečteme je tedy v Pk(G ◦ (u, v)).
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Chromatický polynom

a

bc

d

Obrázek: Graf G3.

I Pk(G3) = Pk(Φ4)− 4Pk(Φ3) + 6Pk(Φ2)− 3Pk(Φ1)

= k(k− 1)(k2 − 3k + 3)
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Chromatický polynom

Věta 34.
Necht’ (u, v) je hrana v G, pak

Pk(G) = Pk(G− (u, v))− Pk(G ◦ (u, v)) .

I Pokud má graf hodně hran, je lepš́ı použ́ıt p̌reformulovanou variantu:

I Pk(G) = Pk(G + (u, v)) + Pk((G + (u, v)) ◦ (u, v))
I tj., doplňujeme na úplný graf.
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Chromatický polynom

a

b

c

d e

Obrázek: Graf G4.

I Pk(G4) = Pk(K5) + 3Pk(K4) + 2Pk(K3)

= k(k− 1)(k− 2)(k2 − 4k + 5)
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Chromatický polynom

I Nyńı máme, že ψv(G) je minimálńı k takové, že Pk(G) > 0.

I ψv(G3) = 2
I ψv(G4) =?
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Eulerovské tahy
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L. Euler a W. R. Hamilton

I Leonhard Euler (1707 – 1783, švýcarský matematik)
I sedm most̊u města Královce
I pr̊uchod grafem p̌res všechny hrany právě jednou.

I William Rowan Hamilton (1805 – 1865, anglický matematik)
I zeměpisná hra pr̊uchodu 20 měst na vrcholech pravidelného

dvanáctistěnu
I pr̊uchod grafem p̌res všechny vrcholy právě jednou.

I Otázka: Jak se vyznačuj́ı eulerovské/hamiltonovské grafy?

I Alternativńı definice: Cyklus = uzav̌rený tah
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Eulerovský graf

I Eulerovský graf je graf, který obsahuje eulerovský tah, tj. tah
procházej́ıćı všemi hranami právě jednou.
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Věta o existenci eulerovského tahu

Věta 35.
Neorientovaný graf G má eulerovský tah, právě když je G souvislý a počet
vrchol̊u s lichým stupněm je 0 nebo 2.

Důkaz

I Podḿınka nutná je žrejmá: Pokud existuje eulerovský tah v G, pak je
G souvislý a bud’ je tah uzav̌rený, nebo oba okrajové vrcholy maj́ı
lichý stupeň.

I Podḿınka postačuj́ıćı: Indukćı k mohutnosti množiny hran.

I Předpokládejme, že G = (VG, EG) s |EG| > 2 splňuje tuto větu.

I Obsahuje-li G dva uzly s lichým stupněm, označme je v1 a v2.
I Uvažujme pr̊uchod po uzav̌reném (p̌ŕıp. otev̌reném) tahu

T = (VG, ET) z uzlu vi (p̌ŕıp. v1), dokud nenaraźım na uzel vj,
u kterého jsem prošel všechny incidentńı hrany.

(a) žádný vrchol lichého stupně ⇒ vi = vj.
(b) jinak nutně ⇒ vj = v2.
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Věta o existenci eulerovského tahu

Důkaz (pokračováńı)

I Necht’ G′ = G− T = (VG′ = {u, v|(u, v) ∈ EG − ET}, EG − ET)⇒
potencionálně nesouvislý, jen sudé stupně.

I Z IP má G′ eulerovský tah pro každou komponentu.

I Ze spojitosti G plyne, že VT ∩VG′ 6= ∅.

I Do T vlož́ıme eulerovské tahy z G′ p̌res libovolné společné uzly.
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Orientovaný eulerovský tah

Orientovaná kostra grafu G = (V, E) je orientovaný strom T = (V, E′)
s kǒrenem u ∈ V, kde E′ ⊆ E a d+(u) = 0 a d+(v) = 1 pro všechna
v ∈ V− {u}.
Vyvážený graf G = (V, E) je orientovaný graf s d+(u) = d−(u) pro
všechny u ∈ V.

Věta 36.
Orientovaný graf G = (V, E) má eulerovský tah, právě když je G po
symetrizaci souvislý a plat́ı bud’, že G je vyvážený, nebo existuj́ı dva r̊uzné
uzly v1, v2 ∈ V takové, že

d−(v1) = d+(v1) + 1 a d+(v2) = d−(v2) + 1 a

pro každé v ∈ V− {v1, v2}, d−(v) = d+(v)
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Věta o kosťre orientovaného eulerovského grafu

Věta 37.
Mějme orientovaný eulerovský graf G = (V, E) a jeho podgraf T, který
vznikne pr̊uchodem eulerovského tahu z libovolného uzlu u tak, že do T
p̌ridáváme pro každý uzel v 6= u prvńı hranu vedoućı do tohoto uzlu. Pak
T je orientovaná kostra grafu G s kǒrenem v uzlu u.

Důkaz

I Z konstrukce T plat́ı plat́ı pro T, že d+(u) = 0 a d+(v) = 1 pro
všechna u 6= v, u, v ∈ V.

I Tedy T má n− 1 hran. Nyńı ukažme acykličnost (sporem):

I Předpokládejme, že T obsahuje cyklus dokončený hranou (vi, vj).

I vj 6= u, protože d+(u) = 0.

I Protože (vi, vj) uzav́ırá cyklus, bylo vj již zpracováno, což odporuje
konstrukci T. Spor!
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Věta o orientovaném eulerovském tahu

Věta 38.
Je-li G souvislý a vyvážený orientovaný graf s orientovanou kostrou T
s kǒrenem u, pak eulerovský cyklus v reverzńım směru lze zjistit
následovně:

(a) Začneme libovolnou hranou incidentńı k u.

(b) Daľśı hrany vyb́ıráme jako incidentńı k aktuálńımu uzlu takové, že:

(i) hrana ještě nebyla vybrána,
(ii) žádná hrana z T se nevybere, dokud lze vybrat jinou.

(c) Hledáńı konč́ı, když aktuálńı uzel nemá incidentńı žádné nepoužité
hrany.

Důkaz

I Vyváženost zaručuje konec v kǒrenu u.

I Předpokládejme, že cyklus neobsahuje hranu (vi, vj).
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Věta o orientovaném eulerovském tahu

Důkaz

I Předpokládejme, že cyklus neobsahuje hranu (vi, vj).

I Kv̊uli vyváženosti muśı být vi koncový pro daľśı nevyužitou hranu
(vk, vi).

I Mějme (vk, vi) hranu z T, takže nebude použita kv̊uli kroku (b(ii)).

I Nyńı následujme sekvenci hran zpětně do u.

I Protože G je vývážený, najdeme nevyužitou hranu incidentńı s u, což
je spor s krokem (c).
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Algoritmus hledáńı orientovaného eulerovského tahu

EULER-CIRCUIT(G)
1 Najdi orientovanou kostru T = (V, ET) grafu G = (V, E)
2 for každý uzel v ∈ V
3 do A[v]← ∅
4 I[v]← 0
5 for každou hranu (vi, vj) ∈ E

do if (vi, vj) ∈ ET
then přidej vi na konec seznamu A[vj]
else přidej vi na začátek seznamu A[vj]

6 EC ← ∅
7 CV ← u
8 while I[CV] ≤ d+(CV)
9 do přidej CV na začátek seznamu EC

10 I[CV]← I[CV] + 1
11 CV ← A[CV][I[CV]]
12 Vypiš EC
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Algoritmus hledáńı orientovaného eulerovského tahu

Analýza časové složitosti

I Euler̊uv graf má vždy m ≥ n.

I Řádek 1: DFS, zjist́ım nejvyš̌śı f a pak DFS z uzlu s nejvyš̌śım f ⇒
O(m).

I V cyklu while vždy inkrementujeme I[CV], takže

∑v∈V d+(v) = Θ(m).

I Celkově tedy časová složitost O(m).
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Aplikace eulerovského tahu

I de Bruijnova posloupnost (žádné dva poďretězce délky k nejsou
stejné)

I Úloha č́ınského pošt’áka, který má proj́ıt všechny ulice města a vrátit
se do výchoźıho ḿısta.
I Je dán orientovaný kladně ohodnocený souvislý graf.
I Hledáme nejkraťśı uzav̌rený sled obsahuj́ıćı všechny hrany.
I Optimálńı řešeńı pro graf, který neńı eulerovský: O(m + n3)
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Hamiltonovské cesty a kružnice
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Hamiltonovské cesty a kružnice

I Hamiltonovský graf je graf, který obsahuje hamiltonovskou kružnici
(cyklus), tj. uzav̌renou cestu procházej́ıćı všemi vrcholy právě jednou.

I Typy hamiltonovských úloh
I zjǐstěńı existence (p̌ŕıp. nalezeńı) hamiltonovské cesty
I optimalizačńı úlohy v ohodnocených grafech

I Všechny NP-úplné
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Podḿınky postačuj́ıćı pro neobecné grafy

Věta 39.
Každý úplný graf je hamiltonovský.

Důkaz

I Vezměme libovolnou permutaci vrchol̊u. (Ostatńı důkazy za DÚ.)

Věta 40.
Každý orientovaný graf, jehož symetrizace je úplný graf, obsahuje
hamiltonovskou cestu.

Věta 41.
Každý silně souvislý orientovaný graf, jehož symetrizace je úplný graf, je
hamiltonovský graf.

Věta 42.
Je-li graf G = (V, E) takový, že |V| > 3 a minv∈V(d(v)) > n

2 , pak je G
hamiltonovský graf.
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Chvátalova věta (1972)

Věta 43.
Necht’ G je neorientovaný graf s n ≥ 3 vrcholy. Jestliže
d(v1) ≤ d(v2) ≤ · · · ≤ d(vn) je soubor stupň̊u jeho vrchol̊u a plat́ı-li, že

d(vk) ≤ k⇒ d(vn−k) ≥ n− k pro každé 1 ≤ k ≤ n
2

,

pak G obsahuje hamiltonovskou kružnici.

Jestliže posloupnost stupň̊u tuto podḿınku nesplňuje, pak existuje
neorientovaný graf o n vrcholech, který neobsahuje hamiltonovskou
kružnici.

I Prvńı část zaručuje existenci hamilt. kružnice pro dost velké stupně.

I Druhá část ukazuje, že jde o nejlepš́ı možnou podḿınku postačuj́ıćı
založenou pouze na stupńıch vrchol̊u.

I Důkaz je náročný, veden sporem a nekonstrukčńı.
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Problém obchodńıho cestuj́ıćıho

I Obchodńı cestuj́ıćı má navšt́ıvit nejkraťśı cestou n měst a vrátit se
zpět.

I Formálně: Nalezeńı nejkraťśı hamiltonovské kružnice v úplném
neorientovaném ohodnoceném grafu.

I Převod optimalizačńı úlohy na úplný graf:
I Doplńım obecný graf na úplný, hrany ohodnot́ıme M.
I M je dostatečně velké (nap̌r. suma vše ohodnoceńı).
I Řeš́ım optimalizačńı úlohu. Výsledek obsahuje p̌ridanou hranu, právě

když neexistuje řešeńı v obecném grafu.

I Aplikace: dopravńı úlohy (rozvoz, zásobováńı), plánováńı proces̊u
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